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出 版 说 明 


近 二 于 年 来 电子 工程 、 控 制 工程 、 系 统 工程 及 其 它 领域 都 区 
得 巨大 发 展 。 众 所 周知 ， 这 些 科学 技术 研究 的 发 展 是 与 现代 逐 淹 
形成 的 应 用 数学 学 科 紧 密 相 联 ， 相 辅 相 成 。 尤 其 近年 发 展 起 来 的 
边缘 学 科 ， 更 是 与 数学 紧密 结合 。 但 一 般 数学 专著 比较 偏重 于 论 
证 严谨 ， 全 面 系统 ， 篇 幅 较 大 ， 理 论 较 深 。 广 大 科技 工作 才学 习 
此 类 著作 ， 往 往 需 时 较 多 ， 与 工作 结合 不 紧 ， 收 效 不 大 。 本 从 书 
将 为 目前 在 电子 工程 、 控 制 工程 、 系 统 工程 等 领域 工作 的 同志 在 
数学 基础 的 提高 上 ， 提 供 适 合 其 工作 特点 的 数学 参考 书 。 

本 丛书 是 一 种 介 于 现代 应 用 数学 专著 与 工程 专业 理论 书籍 之 
间 的 桥梁 参考 著作 。 更 着 重 于 科技 工作 中 应 用 较 多 的 数学 概 念 ， 
分 析 和 解 题 的 基本 技巧 。 也 包括 一 部 分 适合 于 实际 工作 者 为 学 习 
更 高 深 的 现代 应 用 数学 专著 所 需 之 基础 知识 。 

本 从 书 选材 包括 三 个 方面 ， 基 础 数学 ， 应 用 激 学 有 关 领 域 的 
基础 介绍 ， 应 用 于 科技 中 的 典型 基础 专业 理论 。 出 版 采用 分 胃 背 
式 。 各 册 内 容 独 立 ， 自 成 系统 ， 但 仍 有 少量 交叉 , 分 期 分 批 出 版 。 

从 书 可 供 大 专 院 校 有 关 专 业 研究 生 、 教 师 、 从 于 科研 生产 的 
工程 师 参考 。 


前 言 


群 论 是 从 实践 中 发 展 起 来 的 一 门 比 较 抽 象 的 学 科 ， 它 不 仅 在 
数学 中 居 显 著 地 位 ， 而 且 在 许多 现代 科学 分 支 中 居 重 要 地 位 。 和 群 
论 的 概念 和 结果 远 不 限于 对 几何 学 、 拓 扑 学 等 纯粹 数学 方面 的 应 
用 ， 实 际 上 它 已 成 为 研究 物质 结构 和 物质 微粒 运动 的 有 力 工 具 。 
随 着 科学 技术 的 发 展 ， 群 论 的 理论 和 方法 获得 了 愈 来 愈 广泛 的 应 
用 ， 除 了 大 家 比较 熟悉 的 对 物理 学 、 特 别 是 理论 物理 学 和 结晶 学 
的 应 用 ， 它 还 活 透 到 计算 机 科学 ， 通 讯 理 论 ， 系 统 科学 、 乃 至 数 
理 经 济 等 许多 领域 。 因 此 ， 今 天 需要 掌握 和 了 解 群 论 知识 的 人 念 
来 愈 多 。 然 而 ， 由 于 这 一 学 科 的 高 度 抽 人 象 ， 尽 管 国内 外 关于 群 论 
的 专著 和 教材 很 多 ， 但 是 多 数论 著 和 教材 对 非 数 学 工作 者 ， 甚 而 
对 应 用 数学 工作 者 来 说 都 不 易 接 受 , 往往 是 学 习 了 一 系列 的 名 词 、 
定义 和 定理 之 后 不 知 如 何 使 用 。 我 们 撰写 本 书 的 目的 就 是 尝试 解 
决 这 一 和 邓 持 。 我 们 在 讲述 基本 概念 时 ， 尽 量 配 合 较 多 的 简单 具体 
的 例子 ， 希 望 读者 获得 一 些 感性 认识 。 为 了 避免 学 过 群 论 之 后， 
而 对 具体 问题 无 从 下 手 的 弊病 ， 我 们 采取 对 典型 例子 进行 详细 讨 
论 ， 并 给 出 具体 计算 ， 从 而 便 读 者 掌握 一 些 群 论 计 算 的 技巧 和 分 
析 问 题 的 方法 。 | 

本 书 的 内 容 分 两 大 部 分 。 第 一 部 分 由 前 三 章 组 成 ， 主 要 介绍 
群 论 的 基本 概念 和 结果 。 为 了 使 读者 加 深 对 基本 概念 的 理解 和 学 
习 运 用 群 论 的 一 般 结果 来 讨论 具体 问题 、 我 们 详细 地 论述 了 低 阶 
群 的 结构 。 第 二 部 分 由 后 二 章 组 成 ， 主 要 介绍 点 群 和 域 上 典型 群 
的 结构 。 在 一 般 群 论 的 教材 中 通常 不 包含 这 部 分 内 容 。 实 际 上 ， 
点 群 对 几何 学 、 结 晶 学 和 理论 物理 的 应 用 是 相当 精彩 的 。 至 于 典 
型 群 ， 不 管 是 从 它 对 儿 何 学 、 物 理学 的 应 用 角度 来 看 ， 还 是 从 群 
论 本 身 的 研究 来 看 ， 它 在 群 论 中 都 占有 重要 地 位 。 鉴 于 本 书 的 目 


而 
的 和 读者 对 和 象 ， 它 没有 包含 像 连续 群 。 群 表示 论 等 重要 内 容 ， 对 
笑 绥 群 有 兴趣 的 读 戎 可 参见 参考 文献 [11)， 对 群 表示 论 有 兴趣 的 
读者 可 参见 参考 文献 [ 2 ]。 


最 后 ， 作 者 感谢 汪 栋 臣 同 志 对 本 书 的 出 版 给 予 的 热情 帮 助 。 
由 于 作者 水 平 有 限 ， 屡 误 一 定 不 少 ， 敬 请 读者 批评 指正 。 
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第 一 章 ” 群 和 它 的 基本 性 质 


$1.1 集合 论 的 预备 知识 


群 是 集合 上 赋予 具有 某 些 性 质 的 二 元 运算 的 一 种 代数 结 构 ， 
所 以 在 讲述 什么 是 群 之 前 ， 需 要 介绍 集合 论 中 我 们 今后 所 需要 的 
一 些 预 备 知 识 。 

一 些 特定 的 对 象 放 在 一 起 就 叫 作 一 个 集合 。 例 如 全 体 自 然 数 
构成 一 个 集合 ， 叫 作 上 自然 数 集 合 ， 表 示威 |N。 全 体 整 数 构成 到 
数 集 合 ， 表 示 成 忆 。 类 似 地 有 有 理 数 集合 ， 实 数 集合 , 复数 集合 ， 
分 别 表 示 成 Q，iR，C。 集 合 4 中 的 每 个 对 象 a 叫 作 是 4 的 元 素 ， 
表示 成 6 伍 4， 说 成 元 素 4 属于 集合 4。 否 则 ， 洲 ?不 局 于 集合 
A， 则 表 成 a 作 A。 设 4 和 8B 是 两 个 集合 ， 如 果 有 4 中 每 个 元 系 均 
为 8 中 的 元 素 ， 即 

datAactcph 
则 称 4 是 B 的 一 个 子 集 ， 表 示 成 4 守 B， 或 者 B 忆 A。 如 果 人 1 
妃 ， 并 且 瑟 二 4， 即 4 中 元 素 均 是 妃 中 元 素 ， 反 之 亦 然 ， 于 是 
， atA FatB | 

这 也 相当 于 集合 4 和 B 包含 同 祥 的 元 素 。 这 时 ， 便 称 集合 4 和 8B 
相等 ， 表 示 成 4 二 吕 。 如 果 4 是 PB 的 子 集 ， 并且 不 等 于 B( 即 
A 和 cB，A*B)， 则 称 A4 是 B 的 真子 集 ， 表示 成 4CB 或 浩 
B 刁 4。 不 包含 任何 元 素 的 集合 叫 作 空 集 ， 表 示 成 必 。 于 是 空 集 
是 每 个 集合 的 子 集 。 

可 以 有 许多 方法 来 表达 一 个 确定 的 集合 。 例 如 奉 集 合 4 只 有 
有 限 多 个 元 束 au， Go， as( 4 是 自然 数 )， 我 们 可 以 把 这 儿 个 
和 元素 全 列 出 来 加 上 插 号 { }) 来 表示 这 个 集合， 即 4 = (ab ao， 
s}， 只 有 有 限 多 元 素 的 集合 叫 有 限 集 ， 否 贴 叫 无 限 集 ， 具 有 
个 元 素 的 集合 也 叫 n 元 集合 ， 元 素 个 数 ”中 作 有 限 集 4 的 势 ， 形 


2 


示 成 | 4|= 2。 在 一 般 情 形 下 ， 集 合 S 中 具有 某 个 性 质 书 的 元 素 
构成 的 集合 通常 表 成 
‘xES|Ix 有 和 性质) 

例如 ， 侦 数 集合 {0， 土 2， 十 4 ，…} 可 以 表 成 {nEZ1Iz|n)， 
而 奇 自然 数 集合 {1 ，3 ，5，7,…} 可 以 表 成 {nEZI2+ 1+， 
n 之 1} (这 里 2 |n 表示 2 整除 n，2 十 nn 表 示 2 不 整除 n )。 

由 一 些 已 知 的 集合 构 作 新 的 集合 通常 用 集合 的 运算 来 实现 
的 。 下 面 是 集合 的 一 些 最 基本 的 运算 。 设 4 和 8B 是 两 个 集合 ， 它 
们 的 公共 元 素 所 构成 的 集合 叫 作 A4 和 8B 的 交 ， 表 示 成 4 门 B。 于 
是 ，AN 站 B={x|xE.A 并 且 xEB}。 类 似 地 ,7 个 集合 4,…， 
A, 的 交 是 / 


ANMNANMN:::£NA,= (| A={x|xEA(l1<i<n)) 


1= 1 
更 一 般 地 ， 对 于 任意 多 个 集合 形成 的 集 族 (41 i 瑟 1} (其 中 I 是 
一 个 集合 ， 叫 该 集 族 的 指标 集合 ， 对 于 每 个 iT，A; 是 该 集 
族 中 的 一 个 集合 )， 它 的 交 为 


a 4 一 (人 XXXE4i( 对 每 个 1 二 了 )) 
{ET 


第 二 个 运算 是 一 些 集合 的 并 ,集合 4 和 BB 的 并 表示 咸 4U 8B， 
定义 为 4UB={x|xE A 或 者 x* 忆 BB}。 类 似 地 ， 


4iU4U…U4= (|) 4=(xlxE4i (对 某 个 1，1< i 
zz = 1] 


< )) 一般 地 ， 集 族 {4i| i 巨 了 ) 的 并 是 


【 4=(xixGE4( 对 某 个 1 和 了) 
二 


练习 1.1.1 设 B，4i(i 拒 了 ) 均 是 集合 ， 则 


ie1l iEl 


Bu 全 44]- () (BUA4)。 z 


7 全 了  E- 7 
设 4 是 有 的 子 集 ， 今 8 一 4=( 人 xxGE 有 ，Y 估 4) ， 叫 作 
是 子 集 4 关于 B 的 梓 集 。 如果 在 讨论 问题 时 所 涉及 的 集合 4, B， 
C，… 询 是 某 个 大 集合 只 的 子 集 ， 则 2 -4 简称 作 4 的 补 集 ， 表 
示 作 4。 
练习 1.1.2 求证 


一 


(| A;= a Ais 人 A;= U Aio 


i 7 所 了 7 上 和 了 iEel 
设 4 和 B 是 两 个 集合 ， 我 们 把 集合 
‘(a, b)laEtA, bEB} 
叫 作 是 4 和 B 的 直 积 ， 表示 成 4xB。 若 (a，6)，(a’，6’) 
EA4xB, 则 (a,，65)=(a’, 6’) 当 且 仅 当 a =a’, 并 且 5b = 
b’。 类 似 地 可 定义 7 个 集合 4,，A,，…A, 的 直 积 


4x4x…x4= || Ai= {C0, …, qn)la 
1 一 
EA(l<iKn)}, 
更 一 般 地 、 集 族 (4i| i E 了 的 直 积 定 义 为 


1T| 4 和 = (Ca)ierolEA4,( 对 每 个 iE7))。 
:El 
为 了 比较 不 同 的 集合 , 我 们 需要 使 不 同 的 集合 之 间 发 生 联系 ， 
这 就 是 从 一 个 集合 到 另 一 集合 的 映射 。 f 叫 作 从 集合 4 到 集合 P 
的 映射 ， 是 指 对 于 4 中 每 个 元 素 4， 均 有 确定 的 办 法 给 出 集合 P 
中 唯一 的 一 个 对 应 元 素 ， 这 个 对 应 元 素 记 成 (4 )， 叫 作 a 在 映 
射 之 下 的 像 ， 而 f 把 6 映 成 (a4) 这 件 事 表 示 成 a 上 > (a)。 


/ / 
从 4 到 的 映射 f 表示 成 1 4A 一 8B 或 者 A 一 ->B。 

设 f: A 一 B 和 9 B 一 C 都 是 集合 之 间 的 映射 。 对 于 每 个 
元 素 4 瑟 4，f 把 它 映 成 电 中 元 家 /4 )， 然 后 9 又 把 (9 ) 映 
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成 C 中 元 素 9(f 《a))。 由 此 得 到 一 个 从 4 到 C 的 映射 a 上 > 9 
Cf 《a ))。 这 个 上 映射 叫 作 是 了 与 9 的 含 成 ,表示 成 9。f; 4 一 C 

设 了 和 9 均 是 从 集合 A 到 集合 BB 的 映射 ， 称 f 和 9 相等 〈 表 
示 成 了 = 9), 是 指 对 于 每 个 元 素 GC 扎 4, 均 有 三)=9(09) 现 
在 我 们 证 明了 喘 射 的 人 台 成 运算 满足 结合 律 。 

引 理 1.1.1 设 f: A 一 B，9， 5 一 CC，A，C~ 思 均 是 
集合 的 映 山 ， 则 有。(g。f)= (hog)of。 

证 明 对 于 4E4, 令 f(a)=6b, 9(b)=c, h(c)= 
d , 则 (g°。f)(a)=c,(hog)(b)=d。 于 是 h。(g。of)(a)= 
h(tc)=d,((he g)of)(a)=(ho Of (4a))=(h.o 9g9)(b)= 
qd ， 即 对 于 A4 中 每 个 元 素 4, 均 有 (hh。(g° ff))(a)=((h.。 9) 
of)(a )， 从 而 h。(g。 了 用 ) 二 (hh。g)。f。 证 毕 。 

设 f: A 一 B 是 集合 的 上 映射， 对 于 4 的 每 个 子 集 A4’, 令 f 
(A')=={f (x)lx 忆 4'}， 这 是 B 的 子 集 ， 叫 作 .A4 在 上 之 下 的 
像 。 对 于 B 的 每 个 子 集 8’, 令 f7(B’)={xEAIf(x)EB’), 
这 是 4 的 子 集 ， 叫 B 和 的 原 像 。 如 果 f (4)=B， 即 B 中 每 个 元 
素 均 是 4 中 某 元 素 在 f 之 下 的 像 ， 便 称 f 是 满 射 。 另 一 方面 ， 如 
果 4 中 不 同 元 素 在 f 之 下 映 成 不 同 的 像 元 素 ， 即 4 ,4'EA, a 大 
a 沪 f(a)= f(a’)， 则 称 了 为 单 射 。 如 果 f:A4 一 B 同 时 是 单 
尉 和 和 演 轿 ， 浏 称 f 为 一 一 映 冉 或 者 一 一 对 应 。 最 简单 的 例子 是 ， 
将 焦 合 4 让 每 个 元 素 均 晓 成 上 自身 的 上 映射 14 A 一 4,， 就 是 4 到 
4 的 一 一 对 应 ， 映 射 14. 叫 作 集 合 4 上 的 恒 等 映射 ， 通 常 采 用 下 
面 引 理 来 判断 一 个 贞 冉 是否 为 一 一 对 应 。 

引 理 1.1.2 映射 /: .4->B 是 一 一 对 应 的 充分 必要 条 件 是 
存在 映射 9; B->A， 使 得 f 。g== 1;， g° f=14, 

证 明 ”如 果 f 是 一 一 对 应 ， 根 据 定义 这 意味 着 对 于 B 中 每 个 
元 宁 5， 均 有 了 唯一 的 原 像 4 = 一 广 !( 5 )， 于 是 可 以 定义 映射 9:B 
>4，9(b)==j (bb)， 直 接 验 证 0。 二 14 和 1。g==1s 成立。 
盟 一 方面 ， 如 有 果 f 不 是 满 射 ， 则 存在 bE B， 使 1“(b5)== 儿 , 因 
此 对 每 个 映射 9:8 一 4， 均 有 (f/f 。g)(65)= /(9(b)) 了 6b，, 凡 
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此 f。9 1s。 如 果 f 不 是 单 射 ， 则 存在 4 ，a’ 全 4，a a, 使 
得 f(a )== f(a )。 记 这 个 BB 中 元 素 为 b， 那 么 对 于 每 个 映 喘 
9g:B—>/A, 

(g。f)(a)= 一 9(b5)=(g。 了 )(a’)， 这 就 表明 g。f *14。 
因此 ， 若 存在 9 :局 一 4， 使 得 了 。9=1ls， 并 且 9。/ 一 14， 则 上/ 
必然 是 一 一 对 应 。 证 毕 。 

注 记 1.1.1 当 f， A 一 BB 是 一 一 对 应 时 ,满足 1。g==1s 和 
9。 了 = 二 14 的 映射 9 :BB 一 4 是 唯一 存在 的 ， 这 是 因为 车 g :也 -~ 
A, 也 有 性 质 f 。g =1s,，g’。f==14, 则 g = 二 9 。1s=g 。(f。 
9)= 二 (9 °。f)。9 =14。9= 9。 我 们 将 这 个 唯一 存在 的 映射 9 
时 作 了 的 道 映 射 ， 表 示 成 广 。 

练习 1.1.3 设 上 ，4~ 了 是 集合 的 映射 ，4 是 非 空 集合 , 则 

(a ) /为 单 射 对 入 存在 9:B8B 一 4， 使 得 g。 f=14。 

(b) 为 满 射 人 人 存在 1 :1B 一 A4， 使 得 :。h=1。， 并 用 此 
结果 证 明 引 理 1.1.2。 

练习 1.1.4 如 果 f :A 一 了 ，9 :有 0 一 C 均 是 一 一 对 应 , 求证 
9。f: A 一 C 也 是 一 一 对 应 ， 并且 (9 。f)"1=f"!。g" 

设 4 是 一 个 集合 ， 则 积 集 4 x 4 的 每 个 子 集 尺 叫 作 集合 4 的 
-一 个 关系 。 如 果 〈(a，b) 拒 R， 便 称 0 和 5 有 关系 玉 写成 4 
之 8。 例如 对 于 集合 


R= (4G, b)EIRxIRIa 比 b 大 }， 


则 实数 a 和 5 有 关系 尺 即 意味 着 ac 比 5 大 。 这 就 是 “大 于 ”关系 ， 
通常 将 这 个 关系 吉成 a 之 5 。 同 样 地 实数 集合 上 还 有 关系 之 〈 大 
于 或 等 于 )< (小 于 )， 委 (小 于 或 等 于 )， 一 (等 于 )。 集 合 4 上 的 
关系 一 叫 作 等 价 关系 ， 是 指 它 满足 如 下 三 个 条 件 

(1) 自 反 性 ，4 ~ 4 (对 每 个 4 七 4A); 

《2 ) 对 称 性 ， 和 若 4 一 b6， 则 5b~a， 

(3 ) 传递 性 若 a 闪 bp，pb~c， 则 ca 一 2。 

没 ~ 古 集合 4 上 的 等 价 关系 。 如 果 a 一 5， 则 由 对 称 性 知 
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b 一 a， 这 时 ， 称 元 素 a 和 5 等 价 。 对 于 每 个 4 会 4， 以 [Ca ] 表 
示 4 中 与 4 等 价 的 全 部 元 素 构成 的 集合 ， 邯 
[Gj=1b6EAIb~a}, 


由 有 目 反 性 可 知 4 EC6I)， 而 C9j 叫 作 4 所 在 的 等 价 类 。 由 传递 性 
可 知 ， 每 个 等 价 类 中 任意 两 个 元 素 均 彼此 等 价 ( 设 b,c EE[aj， 
则 5~a，4 一 cc， 于 是 8 一 cc)。 进 而 对于，5E4， 如 
采 4~5D， 则 [cc]I=[(8] 如果 ac 人 5( 表 示 a 和 pb 不 等 价 ), 则 
[a jt65j= 名 ， 即 Ca 和 [6 ) 不 相交 (请 读者 证 明 )。 于 是 任 
意 两 个 等 价 类 或 者 相等 ， 或 者 不 相交 。 再 由 于 4 中 每 个 元 素 4 均 
属于 等 价 类 [4 )， 综 合 上 述 ,可知 集合 4 是 一 些 等 价 类 {[ai)| i 短 
7} 的 并 ， 而 这 些 等 价 类 是 两 两 不 相交 的。 每 个 等 价 类 [a 中 取 
出 -一 个 元 素 0， 则 玉 = {aj| i 全 了 ) 具 有 如 下 的 性 质 ，4 中 每 个 
元 素 均 等 价 于 某 个 9;， 而 不 同 的 a; 彼此 不 等 价 。 我 们 把 具有 这 
样 性 质 的 尺 叫 作 是 4 对 等 价 关 系 一 的 一 个 完全 代表 系 。 于 是 


4= 【】 co)( 非 交 并 ) ( 关 ) 


Geek 

一 般 地 ， 若 集合 4 是 它 的 某 些 子 集 {41| i EE 7) 的 非 交 并, 即 
4= | 4， 并 且 不 同 的 4; 两 两 不 相交 ， 我 们 便 称 {4| i E 

cc 了 
7} 是 4 的 一 个 分 拆 。 如 上 所 述 ， 4 上 的 每 个 等 价 关 系 均 给 出 集 
合 4 的 一 个 分 拆 ( 关 )。 反 过 来 ， 如 果 {41| i EE 了} 是 集合 4 的 一 
个 分 拆 ， 可 以 如 下 定义 集合 .4 上 的 一 个 关系 : 对 于 a，6b 4， 

ca 一 5 所 六 ac 和 在 同一 个 4; 之 中 (对 某 个 i EI)。 请 读 
者 验证 这 是 一 个 等 价 关系 。 以 表示 集合 4 的 全 部 等 价 关系 ， 以 
表示 4 的 全 部 分 拆 ， 则 上 述 给 出 从 等 价 关 系 到 分 拆 的 一 个 映射 
f: E 一 PP 和 从 分 拆 到 等 价 关系 的 一 个 映射 9: PP 一 玉 。 请 读者 
证 明 /和 9 是 互 道 的 ， 即 / 。g= 1 ，g。j =1*， 从 而 上 是 一 一 对 
应 ( 引 理 1.1.2)。 换 名 话说 ， 集 合 4 上 的 等 价 关系 名 4 的 分 拆 是 
一 一 对 应 的 。 | : 
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例如 设 己 是 由 某 些 集 合 构成 的 集 疾 ， 在 己 上 定义 如 下 的 关 
系 ， 对 于 A，BEP,， : : z 

A~B< 沪 存在 着 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 。 
这 是 PP 上 的 一 个 等 价 关系 〈 目 反 性 ，14， 4 一 4 是 一 一 对 应 ， 从 
而 A 一 A， 对 称 性 ， 若 f， A 一 B 是 一 一 对 应 ， 则 ff!， B 一 4 
亦 然 ， 从 而 4 一 再 沪 有 一 A 传递 性 ， 基于 练习 1.1.4)， 从 而 P 
由 此 分 拆 成 一 些 等 价 类 的 非 交 并 , 彼此 等 价 的 集合 叫 作 是 等 势 的 。 
比如 说 :两 个 有 限 集 4 和 号 等 势 当 且 仅 当 它们 的 元 素 个 数 相 同 ， 
上 1 4| 王 | 吾 i。 与 自然 数 集 合 IN=(1，2，…，7，…) 等 势 的 集 
合 叫 作 可 数 无 限 集合 ， 其 他 无 限 集 则 叫 作 是 不 可 数 集合 。 熟 知 实 
数 集合 是 不 可 数 的 ， 而 偶 自 然 数 集合 {(2，4，…212，…} 是 可 数 
集合 , 因为 存在 着 它 到 自然数 集合 IN 的 一 一 对 应 22 ao 这 个 例 
子 也 表明 , 无 限 集合 4 的 一 个 真子 集 可 以 与 4 等 势 ! 请 读者 证 明 。 

练习 1.1.5 证 明 

(a ) 每 个 无 限 集 均 包含 一 个 可 数 无 限 子 集 。 

(b》 和 集合 4 是 无 有限 的 亏 淳 A 和 它 的 某 个 真子 集 等 势 。 

练习 1.1.6 设 4 是 有 限 集 ，P(CA) 是 4 的 全 部 子 集 (包括 
空 集 ) 所 构成 的 集 族 ， 求 证 |P(4 川 =24。 换 句 话 说 ，? 元 集 
合共 有 2 个 不 同 的 子 集 。 

练习 1.1.7 设 4，…，-4。 均 是 有 限 集 ， 则 

[IA,x…xA,l=|A|…|A,l。 

若 集 合 4 和 4 上 的 二 元 关系 4 实 b 满足 下 面 的 性 质 ， 

(1) 自 反 性 : 4 之 603 

(2 ) 反对 称 性 ， 若 6 宇 6 和 5 宇 4， 则 4 = 6， 

( 3) 传递 性 ; 车 4 宇 6,b 宇 c, 则 4 之 c ,. 则 称 .4 为 偏 序 集 。 

一 般 来 说 ， 集 合 4 中 的 2 个 元 素 a 和 465， 可 能 既 没 有 关系 
a 之 bb ， 也 没有 关系 5 守 4。 阁 4 中 任何 二 个 元 妹 4 和 465， 总 有 
a 之 b 或 者 5 之 9， 则 称 .4 为 全 序 集 。 例 如 ， 我 们 熟悉 的 自然 数 
集合 ， 实 数 集 合 ， 按 通常 数 的 大 小 关系 成 为 全 序 集 。 集 合 4 的 所 
有 子 集 的 集合 P(A)， 按 集合 的 包含 定义 二 元 关系 ， 则 P(A) 是 
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一 个 偏 序 集 。 

偏 序 集 4 的 元 素 4 称 为 4 的 子 集 A, 的 上 界 , 如 果 对 每 个 4 所 
A!， 都 有 4 之 9 ， 元 素 4 称 为 A 的 最 小 上 界 。 如 果 4 是 A 的 上 
界 ， 且 对 .4 的 在 何 上 界 "， 均 有 2 委 "。 显 然 ， 如 果 最 小 上 界 
存在 必 唯 一 。 类 似 地 可 以 定义 下 界 和 最 大 下 界 。 偏 序 集 4 的 元 系 
1 称 为 子 集 B 的 下 界 ， 如 果 对 每 个 bEB, 都 有 i1 志 6( 即 6 之 
1 ); 元 素 1 为 BB 的 最 大 下 界 ， 如 果 ! 是 BB 的 下 界 ， 而 且 对 B 的 
任 一 下 界 m， 均 有 I 实 m。 如 果 最 大 下 界 存 在 必定 是 唯一 的 。 例 
如 P(A4)， 子 集 4 和 .4， 的 最 小 上 上午 是 -4U4， 最 大 下 界 是 
4. 门 4,。 

在 偏 序 集 4 中 ， 我 们 说 元 素 ca: 是 a 的 覆 蔓 , 如 采 ai>>as， 而 
且 不 存在 元 素 4 使 得 cj 4 >>as。 在 有 限 偏 序 集中 ，a 二 5 当 且 
仅 当 存在 序列 oa; 一 4，as，…，aos 一 日 , 使 得 每 个 @ 是 Girl 的 覆盖 。 
可 以 用 图 表示 有 限 偏 序 集 4。 用 平面 上 的 点 表示 4 的 元 素 ， 和 如 
果 a, 是 4; 的 覆盖 ， 将 a) 放 在 ay 的 上 面 , 同时 用 直线 有 段 联结 a, 各 
a。 因 此 ，d 过 6 当 且 仅 当 存 在 4 到 6 的 折线 。 如 果 在 4 和 6 
( 志 4@ ) 之 间 没 有 线段 相连 ， 则 表示 4 和 5 不 可 比较 ， 即 ca 和 2 
没有 关系 。 下 面 的 几 个 图 均 表 示 偏 序 集 。 

偏 序 集 4, 如果 它 的 任何 2 个 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 罚 ， 
则 称 4 为 格 。 图 1-1 图 1-2 和 图 1-3 都 是 格 ， 图 1-3 是 一 个 全 厅 集 ， 
而 图 1-4 只 是 偏 序 集 而 不 是 格 。 


图 1-~1 i-—2 图 1-3 图 1-4 

设 4 是 一 个 集合 ， 则 从 4 x A 到 .4 的 每 个 映射 1f; 4x 4 一 
4 嘎 作 集合 4 上 的 一 个 (二 元 ) 运 算 。 例 如 ; 通常 的 整数 加 法 就 是 
运算 1 ZXxZ->Z， 其 中 fm，#)= 二 人 WY 十 9。 类 似 地 ， 整 数 


的 减法 和 乘法 也 是 Z 上 药 运 符 。 我 们 往往 把 集合 4 上 的 运算 表示 
成 ， 即 对 于 a,，p8 和 4，/(G，D) 写成 4 .bb GE4)， 或 者 
简单 地 写成 cb。 | 

运算 . 叫 作 满足 结合 律 ， 如 果 对 任意 49。，65，c 忆 4， 有 a 
(5 .cc)=(a 5) cc。 运算 . 叫 作 满足 交换 德 ， 如 果 对 任 
意 z，bE4， 有 4 .b= 6b .aa。 一 个 集合 赋予 清 足 某 些 特定 
性 质 的 〈 一 个 或 多 个 ) 二 元 运算 ， 便 得 到 各 种 代数 结构 。 本 书 则 
讲述 一 种 代数 结构 一 一 群 ， 先 从 半 群 讲 起 。 


831.2 什么 是 群 


定义 1.2.1 一 个 半 群 是 指 一 个 集合 S 和 集合 S 上 满足 结合 
律 的 一 个 (二 元 运算。 这 个 半 群 可 表示 成 《S，… ), 或 者 当 
运算 很 明确 的 时 候 ， 简 记 成 S$， 而 运算 x . 》 也 可 简 记 成 xy。 

如 果 运 算 又 满足 交换 律 ， 则 《S，，) 叫 作 交换 半 群 。 像 通 
常 那样 ， 令 XY 二 XX ,XX = .X=X .X(Nn21), 

定义 1.2.2 设 S 是 一 个 半 群 ， 元 系 e 局 S$S，e 叫 作 是 半 群 
S$ 的 么 元 素 或 单位 元 ， 是 指 对 每 个 XES，Xe=ex 一 X。 

如 果 闪 群 S$ 具有 么 元 素 ， 则 它 是 唯一 的 。 因 为 若 e 也 是 半 群 
9 的 么 元 素 ， 则 e =ee’ ==e 。 我 们 将 半 群 $ 中 这 个 唯一 的 色 元 
案 (如 果 存 在 的 话 ) 通常 记 成 1s， 或 者 简 记 成 1 。 具 有 人 么 元 素 的 
半 群 叫 作 含 么 半 群 。 

定义 1.2.3 设 S 是 含 么 半 群 元素 xES 岂 作 元 素 》EES 
的 逆 元 案 ， 是 指 Xy 二 yx= 1 。 

如 果 元 隶 x 具有 北 元 素 ， 则 它 一 定 是 唯一 的 。 因 为 车 y 也 是 
xx 的 道 元 素 , 则 xy ==y x 二 1， 于 是 》=》 .1=》(Xy )=' 
(yx)y = 二 1 .y= 二 y 。 所 以 车 x* 具 有 道 元 素 ， 我 们 把 这 个 唯一 
的 道 元 素 表示 成 x”"。 因 此 ，Xx 二 Xx” X= 1。 

练习 1.2.1 设 S 是 含 么 半 群 ，Y，2yG 9。 

(a) 如 果 x 具 有 道 元 素 ， 则 x 也 有 道 元 素 ， 且 (x) = 


以 
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(b) 如 果 x 和》 均 具有 道 元 素 ， 则 xy 也 有 道 元 素 ， 并 上 且 
(XY) = yy X71, : 

(c) 1 一 1。 

定义 1.2.3 半 群 G 如 果 有 人 么 元 素 ， 并 且 每 个 元 素 艾 可 逆 , 出 
G 思 作 群 。 此 外 ， 如 果 运 算 又 满足 交换 律 ， 则 G 叫 作 交 换 群 ， 或 
叫 阿 贝尔 (Abefl) 群 。 

下 面 给 出 洲 群 和 群 的 一 些 例子 。 

例 1.2.1 设 术 为 非 灸 整数 全 体 ， 则 (M， 十 ) 是 人 台 么 交换 
半 群 ， 么 元 素 是 数 0 ， 但 它 不 是 群 ， 因 为 具有 0 对 于 加 法 在 好 中 
才 是 可 道 的 (ZZ， 十 )，(Q， 十 )，(|R， 十 )，(C， 十 ) 均 是 阿 
贝尔 群 ， 双 元素 为 0， 数 4 的 逆 元 素 是 一 4。 它们 分 别 叫 作 整 数 
加 法 群 ， 有 理 数 加 法 群 等 等 。 / 

(IN，x) 是 含 么 交换 半 群 ， 人 么 元 素 为 1， 它 不 是 群 ， 因 为 
只 有 1 对 于 胶 法 在 自然 数 集 合 中 才 可 逆 。 令 Q 表示 非 零 有 理 数 
全 体 ， 则 《Q”"，x) 是 交换 和 群 。 勾 元 过 为 1 ， 非 等 有 理 数 4 的 
乘法 道 元 素 为 cc ， 这 叫 有 理 数 乘法 群 。 同 样 的 ， 非 零 实 数 《〈 复 
数 ) 全 体 构 成 实数 (复数 ) 乘法 群 。 所 有 这 些 群 都 是 阿 贝尔 群 。 

例 1.2.2 以 人 M,,,(C) 表示 全 部 m 行 1 列 的 复数 矩阵 组 成 的 
集合 , 它 对 窍 阵 加 法 形成 交换 群 。 勾 元 素 是 全 零 窍 阵 , 而 矩阵 .4 = 
(ci ) 的 加 法 道 是 一 A=( 一 Qi;)。 以 骨 ,( 人 CC ) 表 示 # 阶 复方 阵 组 成 
的 集合 , 它 对 于 乘法 形成 含 么 半 群 。 么 元 素 是 单位 矩阵 1,。 由 线性 
代数 可 知 , 1 阶 复方 阵 4 有 乘法 道 的 充分 必要 条 件 是 det 4 0， 
即 4 是 非 异 方 阵 。 儿 ,《C) 不 是 群 ， 并 且 当 ?之 2 时 ， 易 邯 半 和 群 
M,(C) 不 是 交换 的 。 我 们 还 可 以 将 C 改 成 IR，Q，Z2Z， 而 得 到 
加 法 交换 群 M,。。(IR)， 含 么 半 群 认 。(R)》 等 等 。 

例 1.2.3 设 4 是 非 空 集合 ， 以 >(A) 表示 从 4 到 4 的 全 体 
映射 所 构成 的 集合 ， 则 (A》 对 于 映射 的 合成 运算 形成 售 么 半 
群 。 乏 元 素 是 恒 等 映 射 14。 由 引 理 1.1.2 可 知 ，Z>(4) 中 映射 f， 
A> A 可 逆 的 充 要 条 件 是 了 为 一 一 对 应 ， 所 以 当 集合 4 有 多 于 1 
个 元 素 时 ，Z (A) 不 是 群 ， 并 且 半 群 环 (4) 不 是 交换 的 。 
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例 1.2.4 欧 氏 平面 IR* 中 保持 欧 氏 距离 不 变 的 运动 叫 作 欧 氏 
运动 。 由 于 每 个 欧 氏 运动 均 是 |R* 上 的 一 一 对 应 ，、 并 且 它 的 道 仍 
是 欧 氏 运动 ， 而 两 个 欧 氏 运动 合成 的 结果 仍 是 欧 氏 运动 ， 从 而 全 
部 欧 氏 运动 形成 群 ， 叫 作 欧 氏 平面 的 运动 群 ， 这 也 是 非 交 换 群 。 

例 1.2.5 设 1 为 正 整 数 ， 在 整数 集合 Z 上 定义 如 下 的 关系 ; 
对 于 整数 a 和 4b，4a ~ 上 5b 对 沪 n1a 一 5b, 用 初等 数论 中 的 同 余 符 
号 ， 则 a 一 5 相当 于 4 三 6 (mod rn)。 易 知 这 是 一 个 等 价 关系 ， 
并 且 整 数 集合 ZZ 分 拆 成 1 个 等 价 类 5，I，…，7 一 1 之 并 ,其 中 
i 表示 整数 i 所 在 的 等 价 类。 而 {0，1，2，…，7 一 1 二) 是 束 
数 对 于 上 述 模 1 同 余 关 系 的 一 个 完全 代表 系 、 以 Zs, 表示 这 71 个 等 
价 类 组 成 的 集合 。 在 其 上 定义 加 法 

5 十 5 一 CC 十 六 

由 同 余 式 的 基本 性 质 可 知 ， 这 个 加 法 运算 是 可 以 定义 的 ， 即 与 等 
价 类 (或 叫 异 1% 同 余 类 ) 中 代表 元 素 的 了 到 法 无 关 ， 并 且 Z。 对 于 这 
个 运算 形成 交换 群 ， 么 元 素 是 5， 叫 作 鳖 数 模 m 加 法 群 。 如 果 在 
2Z, 中 定义 乘法 45 二 ab， 则 2Z, 对 此 乘法 是 含 么 交换 半 群 ， 么 元 素 为 
I。 由 于 等 式 a5 ==I 相 当 于 同 余 式 ob 圭 1 (mod 7% )， 从 初等 数论 知 
道 ， 对 于 给 定 的 a ， 存 在 6b 满足 此 同 余 的 充分 必要 条 件 是 4 与 ? 
互 素 ， 从 而 5 对 于 乘法 是 可 道 元 素 的 充 要 条 件 是 (ce ，2)= 1。 
设 (M，，) 是 一 个 含 么 半 群 ， 而 以 UH) 或 者 4 ”表示 半 群 好 
出 可 道 元 素 全 体 。 

定理 1.2.1 如 果 (月 ，.…) 是 含 么 半 群 ， 则 (UU(M)，，:) 

证 明 ”由 于 1j 二 lx， 从 而 1 二 1xEEU(CM)， 对 于 4，, 6b 全 UU 
(0)， 即 2， 6 均 可 溃 ， 于 是 9 也 可 递 《因为 9o 是 它 的 部 

。 从 而 ' 是 U(M) 上 的 二 元 运算 ， 它 当然 在 UCM) 中 仍然 
涡 电 结合 律 ， 于 是 (UU(M)，: ) 是 含 么 半 群 。 由 于 U(CM) 中 
每 个 元 素 4 均 可 逆 ， 且 道 元 素 C: 也 可 道 ((cGD = aa) 即 aiEU 
(47)。 A UC) 中 每 个 元 素 在 U (MM) 中 均 可 道 , 根据 定 义 , [) 
《M) 是 群 。 


了 2 


由 前 面 的 例子 可 知 ， 

(1) 全体 阶 可 逆 复 方 阵 形成 乘法 群 ， 叫 作 复数 上 的 % 次 
一 般 线 性 群 ， 表 示 成 GL(%n， 人 CC),， 同样 有 GL(n%n,，iR)GL(+s， 
Q ) 等 。 

(2 ) 对 于 每 个 非 空 集合 4，4 到 自身 之 上. 的 所 是 一 一 对 应 
对 于 合成 运算 形成 群 ， 这 叫 作 和 集合 4 上 的 全 置 挽 群 或 对 称 群 ， 表 
示 成 3S(4)， 其 中 每 个 元 素 〈 即 4 到 了 4 的 一 一 对 应 ) 叫 作 是 集合 
A 上 的 一 个 置换 。 

(3) 设 ? 为 正 整 数 ，5 为 整数 a 的 异 % 辐 余 类 ， 则 集合 2Z*= 
(aay yy) 一 1 对 于 乘法 形成 阿 贝 尔 群 。 这 个 群 苑 知 共 有 92( 人 2 ) 

素 ， 其 中 % (2 ) 是 初等 数论 中 的 欧 拉 函 数 。 

设 G 是 一 个 群 ， 如 果 集 合 G 是 有 限 的 ， 则 G 叫 作 有 限 群 ， 否 
漠 叫 无 限 群 。 如 果 有 梁 群 G 共 有 ?个 元 素 ， 则 GG 吕 n 阶 如 或 n 元 
群 ，+1 岂 作 有 浓 群 G 的 险 。 

为 了 考查 各 种 群 之 间 的 联系 ， 需 要 研究 群 之 间 的 映射 ， 但 是 
群 除 了 是 集合 之 外 还 有 运算 ， 所 以 我 们 需要 映射 与 群 的 运算 保持 
外 容 。 确 切 地 说 ， 则 有 如 下 的 定义 。 

定义 1.2.4 设 (G，: ) 和 (G ，。) 是 两 个 群 , 映射/ 
GG’ 叫 作 是 群 G 到 群 G 的 同 态 ， 是 指 对 任意 ac，pEG， 
f(a.6)= f(a)。f (5b )( 或 者 简 记 为 1 (ob)= (co)f(b))。 
化 外 ， 训 加 了 又 是 单身 或 满 封 ， 则 了 分 别 叫 作 总 同 态 或 满 同 态 。 
加 果 辣 态 f 是 一 一 对 应 ， 则 称 了 是 群 G 到 群 G 的 局 构 ， 并 且 称 
G 种 G* 是 辣 构 的 ， 表 示 成 C 关 G， 或 者 上/ ，GSG'。 

税 此 闻 构 的 群 具 有 完全 框 同 的 群 的 结构 ， 在 群 论 中 ， 同 构 的 
群 认为 本 质 上 是 同一 个 群 。 我 们 更 主要 的 是 研究 本 质 不 同 的 群 之 
间 联 系 ， 所 以 同 态 是 群 论 中 一 个 最 重要 的 研究 工具 。- 

例 1.2.6 考虑 映射 det:， GL(2，C) 一 0 ， 其 中 映射 det 
将 一 般 线 性 群 GL(2，GC) 中 每 个 卸 阵 4 映 成 它 的 行 列 式 det.4 
(这 是 非 零 复数 乘法 群 C“* 中 的 元 素 )。 由 线性 代数 知 det(4B)= 
(det 4)(det 8)， 从 而 det 是 群 的 疝 态 ， 并 且 易 知 这 是 满 同 态 , 但 
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是 当 站 之 2 时 这 不 是 单 同 态 。 
2mf 
例 1.2.7 设 44 为 自然 数 ，Cs= (1e ” ja-0, 1，2 ，…， 
站 一 1 ， 则 Cs 中 712 个 复数 对 于 乘法 形成 群 ， 作 暴 里 jf: Ca-> 


271 271 271 


271 
~» da 一 ， 0 ~—b. ——(a+6b) 
(Zs, 十),e*” ha 网 en” .ee "” J=j(e ” 


271 2 
-a0Tb=at5=f(e "“)./(e "” )。 所 以 /是 群 的 
同 态 。 显然 /是 一 一 对 应 , 从 而 了 是 群 的 同 构 。 

如 果 ?2 3 ， 考 虑 以 点 o 为 中 心 的 正 # 边 形 (图 1-5 为 上 =- 6 
的 情形 )。 设 G。 是 将 此 正 ” 边 形变 为 自身 的 旋 
转 群 。 如 果 以 c 表示 以 点 o 为 中 心 反 时 针 方 向 
旋转 360 的 施 转 ， 则 Gs 一 {1,0，0%…， , 

o"!} (注意 o"= 1(=0")), 不 难看 出 , 群 G。 与 
前 面 的 C, 和 2Z。 都 是 同 构 的 ， 尽 管 它们 分 别 来 自 
几何 ， 代 数 或 者 数论 ， 但 是 在 群 论 中 ， 它 们 本 
质 上 是 同一 个 群 ， 即 具有 完全 相同 的 群 结构 。 

练习 1.2.2( 群 中 的 消去 律 ) 设 x*，》，2z 是 群 G 中 元 素 , 如 
果 xy 一 xz 或 者 yx 二 zx， 则 >》 一 z 。( 提 示 ， 将 等 式 两 边 左 乘 或 者 
右 乘 以 x!)。 

练习 1.2.3 设 f， G>G' 是 群 的 同 态 ,求证 / (16)=1o, 并 
且 f(x) = f(x )( 对 每 个 XG )。 

练习 1.2.4 群 的 同 构 关系 是 等 价 关系 。 

群 G 到 自身 的 同 态 中 作 G 的 自 辕 态 ， 群 G 到 自身 的 同 构 叫 作 
自 同 枸 。 以 Aut(G) 表示 G 的 全 体 自 同 构 所 构成 的 集合 。 群 G 的 
两 个 自 同 构 的 合成 仍 是 G 的 自 同 构 ，G 的 每 个 自 间 构 f 作为 一 一 
对 应 的 道 映射 广 : 仍 是 G 的 自 同 询 ( 这 些 请 读者 自 证 )。 于 是 ，Aut 
(G) 对 于 合成 运算 为 群 ， 其 么 元 素 为 G 上 的 恒 等 自 梧 构 ( 即 鲁 
等 映射 )。 对 于 每 个 群 G 决 定 出 它 的 自 同 构 群 Aut(G )， 即 决定 
出 G 的 所 有 自 同 构 以 及 群 Aut(G ) 的 结构 ， 是 群 论 中 的 一 个 基本 
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问题 。 

例 1.2.8 考 汇 整 数 加 法 群 (Z，+)。 设 上 Z 一 ?是 Z 的 
自 同 态 ， 由 练习 1.2.2 可 知 f(0)= 0，f (一 %) 二 一 (7n), 从 
而 若 f(1)= 1E2Z, 则 fC(2)= (1+1)= f(D)+f(1)= 
1 十 t+ =2 t 。 用 数学 归纳 法 即 知 ， 对 每 个 自然 数 n，f (5)= 
nt， 而 f (一 1 )== 一 mt。 不 难看 出 ， 这 是 加 法 群 Z 的 自 同 态 。 基 
此 ， 对 于 每 个 整数 1 ， 我 们 都 可 以 作出 Z 的 自 同 态 f;: Z-~>Z2， 
ff: 1 )= 二 tf。 不 同 的 t 得 到 不 同 的 自 辣 态 ， 从 而 Z 的 归 辣 访 集 合 
是 {fi| ZZ)。 

自 同 态 f ,的 像 为 {tn 忆 Z}， 所 以 f: 是 自 同 松 的 充 要 条 件 是 
1 二 土 1。 于 是 Aut《(Z )= {fy 1 了-1) 为 二 元 群 ,其 中 么 元 素 是 但 等 
自 同 构 11,， 而 f-! 是 自 同 构 f-.《#)= 一 *。Aut(Z) 中 群 的 运算 
为 f.， ” -一方 。 

练习 1.2.5 决定 有 理 数 加 法 群 Q 的 自 同 构 群 Aut(Q)。 


$1.3 子 群 和 陪 集 分 解 


定义 1.3.1 设 (G，' ) 是 群 ，A 为 G 的 子 集 。 如 果 〔4， 
. ) 为 群 ， 则 称 4 为 G 的 一 个 子 群 ， 表 示 成 4 委 G。 此 外 如 有 果 了 4 
上 <G， 则 称 4 是 @G 的 真子 群 ， 表 示 成 4<C。 

例如 ， 对 于 每 个 群 G, 一 元 群 {le} 以 及 G 目 身 均 是 G 的 子 群 ， 
它们 叫 作 G 的 平凡 子 群 ，G 的 其 他 子 群 叫 作 G 的 非 平凡 子 群 。 

为 了 验证 群 G 的 子 集 4 是 G 的 一 个 子 群 ， 我 们 主要 是 验证 4 
对 于 G 中 运算 形成 群 ， 换 句 话说 ， 我 们 需要 验证 以 下 三 点 ; 

(1) lcE A; 

(2) 如 果 4 扎 4， 则 a 'EE A4( 即 4 中 每 个 元 素 的 逆 均 在 A 
中 )， 

(3) Ga， 和 所 4， 则 cpE 4( 即 G 中 运算 也 是 集合 4 中 的 二 
元 运算 )。 有 至 于 .4 中 运算 满足 结合 律 是 显然 的 。 因 为 该 运算 在 G 
中 已 是 如 此 。 

根据 这 个 方法 ， 不 难 验 证 下 面子 群 的 例子 。 
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例 1.3.1 对 每 个 整数 nn ，n 2 = {nala EZ} 是 整数 加 法 群 
Z 的 子 群 ， 并 且 当 nn 0 时 这 些 子 群 均 与 (ZV， 十 ) 同 构 。 

例 1.3.2 以 SL(n，C) 表示 行列 式 为 1 的 ” 阶 复方 阵 全 
体 ， 则 它 是 一 般 线性 群 GL( n ，C) 的 子 群 。 这 个 子 群 叫 作 特 殊 
线性 群 。 

练习 1.3.1 群 G 的 任意 多 个 子 群 的 交集 仍 是 G 的 子 群 。 

练习 1.3.2 每 个 群 均 不 能 是 它 的 两 个 真子 群 的 并 。 

现在 谈 群 的 陪 集 分 解 。 设 G 是 群 ，4，B 是 G 的 子 集 ，4 忆 
G， 我 们 今后 记 

aA= {axl XE A}, Aa= {xa| x EA}, Al= {x lx A}, 
AB= {abl a EA4, bEB), 

练习 1.3.3 设 A4 是 群 G 的 非 空 子 集 ， 则 

A 是 G 的 子 群 亏 访 如 果 4，65 忆 4， 则 ab"'E 4 

IAA CSAC>A ACASIA A= 4。 : 

引 理 1.3.1 设 G 为 群 ，A4 是 G 的 子 群 ， 定义 G 上 的 关系 为 , 
对 于 9 ， 有 人 G，9 ~ 上 亏 坟 98"' 己 4, 则 一 是 G 上 的 等 价 关系 ， 
并 且 元 素 9 所 在 的 等 价 类 为 -409。 

证 明 

( 1) 对 于 每 个 元 素 9EG， 由 于 99 一 1 三 4， 从 而 9 一 
4 。 

(2 ) 如 果 9 一 站 ， 则 5 和 4。 由 于 4 是 子 群 ， 从 而 /9 = 
(gpDIE4， 因 此 HA~9。 | 

(3) 如 果 9 一 8 一 1 ， 则 9g1:，AIE 4 因此 9 一 (9 
ACE 4， 于 是 9 一 1 ， 综 合 上 述 即 知 一 为 G 上 的 等 价 关 
系 。 

进而 ， 9g ~ 有 hh 寺 gh !'=a GE 4 和 人 六 一 09E49, 从 而 与 9 
等 价 的 元 素 全 体 为 4g。 证 毕 。 

由 此 引 理 可 知 ， 群 6G 分 拆 成 形 如 Ag 的 一 些 集合 的 并 。 每 个 
等 价 类 49g 叫 作 G 对 于 子 群 A 的 右 陪 集 ， 如果 R={g;| i 扎 7) 是 
G 对 于 上 述 等 价 关 系 的 完全 代表 元 系 ， 则 它 通 常 叫 作 G 对 于 4 的 
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右 陪 集 代 表 元 系 ， 于 是 有 分 拆 
G= 【| Ag( 非 交 并 ) 
gER 

”这 叫 作 G 对 于 子 群 4 的 右 陪 集 分 解 。 在 这 个 分 解 式 中 右 陪 集 的 个 
数 即 是 集合 尽 的 势 数 ， 表 示 成 CG : 4]。 如 果 民 是 有 限 集合 ， 骨 
[G :4] 是 正 整 数 | 玉 |， 若 尺 为 无 限 集合 ， 则 记 成 LC :4J=co。 

完全 类 似 地 可 以 证 明 ， 

练习 1.3.4 设 G 为 群 ， 4 为 G 的 子 群 ， 则 G 上 的 关系 9 一 
<>g9"'h 忆 4 是 等 价 关系 ， 并 且 每 个 等 价 类 有 形 式 94( 叫 作 GG 
对 于 4 的 在 陪 集 )。 如 果 尺 是 G 对 于 上 述 等 价 关 系 的 完全 代表 元 
系 〈 叫 左 陪 集 代 表 元 系 )， 则 有 G 对 子 群 4 的 左 陪 集 分 解 式 G 
= 人 go4( 非 交 并 )。 

gteR 

练习 1.3.5 ”如果 尽 是 群 C 对 于 子 群 4 的 右 陪 集 代 表 元 系 , 则 
RR-! 是 群 G 对 于 .A 的 左 陪 集 代表 元 系 。 (提示 ， 证 明 g94=A4< 一 
Ag':= Ah!, a EgAHa EAg,) 

由 练习 1.3.5 知 ，G 对 于 子 群 4 作 右 陪 集 分 解 的 右 陪 集 个 数 
(G : 4] 也 等 于 G 对 于 .4 作 左 陪 集 分 解 的 左 陪 集 个 数 《因为 |R1= 
RD， 我 们 将 C[G : 4] 叫 作 子 群 4 对 于 群 G 的 指数 。 

作为 陪 集 分 解 的 应 用 ， 现 在 证 明 群 论 中 第 一 个 重要 的 数量 结 
果 。 

定理 1.3.1( 拉 格 朗 日 定理 ) 设 G 为 有 限 群 ， 则 GG 的 每 个 于 
. 群 4 的 阶 均 是 G 的 阶 的 因子 。 事 实 上 ,1G|=141l: [G :A)。 
: 证 明 考虑 G 对 于 4 的 右 陪 集 分 解 

G= 上 【」 Ag( 非 交 并 ) 
gER : 

对 于 4 中 元 素 4 和 和 4b， 由 消去 律 可 知 ，4 天 D =>ag 关 bg， 所 以 
陪 集 49g 中 元 素 个 数 等 于 4 中 元 素 个 数 ， 即 |4g|=|4 儿 对 每 个 9 所 
忆 )。 于 是 由 右 陪 集 分 解 式 即 知 |lGl= 》 14gl= 2 14l= 


gER | g ER 
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[141.1RI=1 .41 (CG :A4)。 证 从 ， 

拉 格 朗 日 定理 是 群 论 中 简单 而 有 用 的 定理 。 例 如 ， 一 个 6 阶 
群 只 能 有 1，2，3 ，6 阶 的 子 群 ， 不 能 有 1 阶 或 5 阶 的 子 群 。 
又 如 ; 设 记 为 素数 , 则 一 个 也 阶 群 G 只 能 有 1 阶 子 群 {1c} 和 上 了 阶 子 
群 G， 即 素数 阶 群 上 只 有 平凡 子 群 。 

” 拉 格 朗 日 定理 还 有 一 个 重要 推论 。 设 9 为 群 G 中 的 元 素 ， 如 
果 存 在 正 整 数 1 使 得 9 == 1 ， 则 满足 此 式 的 最 小 正 整 数 % 叫 作 元 
素 9 的 阶 ， 并 且 称 9 是 有 限 哈 元 率 。 例 如 1c 是 1 阶 元 素 。 如 果 不 
存在 正 整 数 7 使 得 9 = 1 ， 则 称 9 是 无 限 阶 元 罕 。 注 意 有 限 群 G 
中 每 个 元 素 9 均 是 有 限 阶 元 素 ， 这 是 因为 ， 考 虚 集 合 {(9，9 ,9g， 
…} 由 于 G 有 限 , 从 而 必 有 两 个 不 同 的 正 整 数 上 和 m, 使 得 9 一 9 
不 妨 设 ?二 m， 则 g "=g (9 ) "= 二 9g”(g”)" "二 1， 而 nn 一 m 为 
正 整 数 ， 因 此 9 是 有 限 阶 元 素 。 

练习 1.3.6 设 9 是 群 @ 的 有 限 阶 元 素 ， 并 且 阶 数 是 2 。 如 
果 对 某 个 整数 mm，g”= 1 ， 则 必然 1m。 (提示 ， 应 用 整数 的 欧 
开除 法 算式 )。 

定理 1.3.2 设 G 是 有 限 群 ， 则 G 中 每 个 元 素 9 的 阶 虱 是 G 
的 阶 |G | 的 因子 。 

证 明 由 上 所 述 知 9 是 有 限 阶 元 素 , 设 9 的 阶 是 7, 则 g =? 
9，9，…，9 是 G 中 ”个 不 同 的 元 素 ， 不 难看 出 它 形 成 G 的 
一 个 (# 阶 ) 子 群 4， 于 是 由 定理 1.3.1 知 , | 4 作 即 ”7 是 | | 的 因 
子 。 证 毕 。 

练习 1.3.7 设 G 为 # 阶 群 ， 则 对 于 G 中 每 个 元 束 9，9 = 
1 。 

作为 定理 1.3.2 的 一 个 应 用 ， 我 们 次 定 非 阿 贝 尔 群 的 最 小 阶 
数 。 首 先 引入 以 下 引 理 。 

引 理 1.3.2 如 果 群 6 除了 1c 之 外 ， 其 余 元 素 均 是 2 阶 的 , 则 
G 是 阿 贝 尔 群 。 

证 明 设 4，6b EG， 风 a*:=0:= 1，Qddb==(qb0)*=1， 于 
是 a (abab)b=ab, 但 是 a (abab)b = (aa)ba(bb) = abab’= bd, 
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即 b54a= 二 ab。 从 而 G 是 阿 幢 尔 群 。 证 毕 。 

引 理 1.3.3 素数 阶 群 G 都 是 阿 贝 尔 群 ， 并 且 均 同 构 于 整数 
模 了 加 法 群 和 ,， 其 中 =|G1。 

证 明 由 于 群 G 的 阶 了 是 素数 ， 根 据 定 理 1.3.2，G 中 每 个 
不 为 lc 的 元 素 9 的 阶 必 然 是 户 ， 于 是 1，9，9 ，…9 是 G 中 
个 不 同 的 元 素 ， 但 是 G 中 具有 了 个 元 素 ， 从 而 G==11,，9,…*， 
g?!}。 这 显然 是 阿 贝 尔 群 (gig' 一 g* =g*' 一 g'"g)。 由 于 
9"== 1， 从 而 易 知 上 ，G 一 2Z。 91>i 是 群 的 同 构 。 证 毕 。 

这 个 引 理 表明 ， 对 于 每 个 素数 了 ， 上 阶 群 本 质 上 只 有 -一 个 ， 
即 2 ，。 

引 理 1.3.4 非 阿 贝尔 群 的 最 小 阶 数 是 6 。 

证 明 由 引 理 1.3.3 可 知 2，3，5 阶 群 均 是 阿 贝尔 群 ，1 
元 群 显然 也 是 阿 贝 尔 群 。 考 虑 4 阶 群 G， 根 据 定 理 1.3.2，G 中 
元 素 9 关 1 的 阶 只 能 是 2 和 和 4， 如 果 G 中 存在 4 阶 元 素 9， 则 CG 
二 {]，9，9"，9"), 它 同 构 于 Z,， 这 显然 是 阿 贝 尔 群 。 人 否则 ，G 
中 每 个 元 素 9 大 1 的 阶 均 是 2 。 由 引 理 1.3.2 可 知 它 也 是 阿 贝 尔 
群 。 因 此 ， 4 阶 群 必然 是 阿 贝 尔 群 。 最 后 ， 以 了, 表示 三 元 集合 
{1，2，3}) 的 对 称 群 Ss( 即 {1，2，3}) 的 全 部 置换 构成 的 群 )， 
它 有 6 二 31 个 元 素 ; Ss= {I 了，(12)，(13), (23), (123), (132)} 
(了 表示 恒 等 置 换 )。 由 于 (12)(13)=(123) 关 (132) 一 (13)C12)， 从 
而 Ss 不 是 阿 负 尔 群 ,于 是 可 知 非 阿 贝尔 群 的 最 小 阶 数 是 6 。 证 毕 。 

定理 1.3.3 设 9 是 群 G 中 的 # 阶 元 素 ， 则 对 于 每 个 正 整 数 
m，g” 的 阶 为 ? /(m，n )。 

证 明 令 g” 的 阶 数 是 N， 由 于 (9”)” =(g 二 | 
(注意 名/(m，7) 为 整数 )， 从 而 N17n/(m，7)。 另 一 方面 , 由 
g™ 二 (g”)* 二 1， 可 知 7 mYN。 于 是，7/(m， nn)I(m/(m, 1 ) 
:NN。 但 是 %/(m，7) 与 m/(m，n) 互 素 ， 因 此 nn/(m，”) 
IN， 从 而 和 N= 二 %/(m，7 )。 证 并 。 

练习 1.3.8 设 a 和 6 分 别 为 群 G 中 的 * 阶 各 阶 元 泰 ， 并 
目 ab=ba。 求 证 元 素 ab 的 阶 为 Cn ，m2(rn 和 的 最 小 公 倍 数 ) 的 
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因子 。 

定理 1.3.4 设 G 是 有 限 群 ，4 和 8B 均 为 G 的 子 群 ， 则 

C1) |4BI=|BI A A NB 

(2) 如 果 A 志 BG， 则 [G :A=[G :Bj[(B:A) 

(3) [G:ANBIELIG: AICG :5], 并 且 当 [G :4 与 [G， 
BJ 互 索 时 ， 则 [G: A 站 B=[G:A4)(G:B} 并 且 A4B=G。 

证 明 (1) 集合 48B 显 然 是 一 些 陪 集 A6C 5 所 B) 的 非 交 并， 
而 群 B 是 一 些 陪 集 (A 站 B)6b(b EB) 的 非 交 并 。 但 是 对 于 b， 
b’'EB, 

Ab= Ab’ HOODIE AEHIOU EANBESIANB))L = 
(ANMB)b’, 
所 以 上 述 两 个 分 解 中 的 陪 集 个 数 是 一 样 多 ， 即 |4BI/| 41=1B1/ 
140NBI， 从 而 证 明了 (1 )。 


(2) 设 G 对 B 的 陪 集 分 解 为 G = U Bg;, 7 =[G:B), 


7 =1 


B 对 4 的 陪 集 分 解 为 B = U Ab:，m = 二 [B':A)。 将 后 式 代 入 


前 式 ， 则 给 出 G = U Ab :0 10o 如 果 Ab,gj= Abi'g;’ (1 


了 = 1 1 = 1 
Si im 1 人 7 ,ji ‘1 ), 出 bi gy1 gE 4, 从 而 9y7 
9 EDO40E。 因 此 B9g)=2gj 所 以 = 二 j/， 从 而 4170; 所 4， 
即 46;=.Ab;/， 而 这 又 推出 i =1’, 这 就 证 明了 当 (i 站, 了) 尖 (i7， 
17) 时 ，A 好 ;9j 和 4 91 是 G 对 4 的 不 同 陪 集 ， 于 是 CG :Aj=mn 
=[(Gi1BICB:A), 

(3) 对 于 b5,6'EB, 由 于 (A 站 B)6b#*(ANMmB)b’ 坊 6 
bg /AN BLUIEATALFAG', KW 而 可 和 M(B:AN BISLG: 
4], 所 以 [CCG : A{(\1BY=[(G:1:BICB: A(1BI<IG:I BIC(G:A), 
男 -一 方面 ， 由 上 式 知 [G :BJI[G :4 门 B)。 同 样 可 证 (G :4) 
I(G :4A[(1B8j)。 由 假设 [G :BD 和 [(G :4] 互 素 , 所 以 [GDIJILG : 
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4JICG :4 们 B)。 于 是 必然 [G 4 站 B]I=rIG:B]IG:4]， 即 


ol _IG!l JICL .. | 41 | 了 日 

[AfYB| |B| 14|; 从 而 1G1 = Bj。 但 证 外 《1 7 车 
[4 .1B| 加 加 、 

Ab|= 14 NM BL? 因 瑟 14 中 =1G |， BABP=G, 证 昔 。 


练习 1.3.9 设 万 和 玉 是 群 @G 的 两 个 子 群 ， 求 证 C@C 可 分 抵 成 
一 些 双 陪 集 HHaK (a 全 G) 的 非 交 并 ， 并 且 车 G 是 有 限 群 ， 则 
IHaK|!=|H|):[(K :a HafkK), 

练习 1.3.10 设 4 为 群 G 的 子 群 并且.4 在 G 中 的 指数 [G: 
A) 有 限 ， 则 G 中 存在 集合 {91，…，9s) (7 二 [G :A)) 既 为 右 陪 
集 代表 元 系 ， 也 是 左 陪 集 代表 元 系 。 

定义 1.3.2 设 4 和 B 是 群 G 的 两 个 子 集 ， 如 果 存 在 9 EG， 
使 得 g”“Ag= 二 BB， 则 称 A 和 8B 苍 。 

不 难看 出， 群 G 的 子 集 之 间 的 共 力 关系 是 等 价 关 系 ， 每 个 等 
价 类 叫 作 是 一 个 共 频 类 。 由 于 |9 49j=|14， 从 而 彼此 共 斩 的 集 
合 有 相同 的 势 数 ,此 外 , 若 4 是 G 的 子 群 , 则 易 证 9 -49 也 是 G 的 子 
群 ， 叫 作 4 的 共 轿 子 群 。 所 以 G 的 所 有 子 群 也 分 成 一 些 共 e 类 ， 
元 素 9 ”ag 叫 作 4 的 共 上 元 素 。 | 

定义 1.3.3 设 人 MH 是 群 G 的 子 集 ， 令 

Ne(M)= {9EG|Ig'Mg=M} 
这 是 G 的 一 个 子 党 ， 叫 作 M 的 正规 化 子 。 又 令 
Ce(WM)== 《19EGIg ag= 4 ， 对 每 个 4 EM) 

由 于 g ”ag 二 4 相当 于 ag=9a， 从 而 Cc(M) 即 是 与 计 中 每 个 元 素 
均 可 交换 的 G 中 元 素 全 体 ， 这 也 是 G 的 一 个 子 群 ， 叫 作 导 的 中 心 
化 子 。 于 是 Ce(G) 中 元 素 即 是 与 G 中 每 个 元 素 均 可 交换 的 那 些 
元 素 ， 这 叫 作 是 G 的 中 心 元素 ， 其 全 体 C(G)=Ce(G) 是 G 的 
一 个 子 群 。 显 然 ，G 为 阿 贝尔 群生 >G=CCG)。 所 以 群 G 的 中 
心 CCG) 的 大 小 反映 了 群 G 的 交换 性 程度 。 又 由 定义 易 知 Cs 
(M) 志 Nel(M)， 而 对 每 个 元 素 4 ECG，Cc(a ) 一 Nec(Ca ) 

定理 1.3.5 设 M 是 群 G 的 子 集 ， 则 与 M 共 斩 的 子 集 个 数 等 
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于 [GG :Ne M)), 

证 明 与 M 共 罗 的 子 集 有 形式 g Mol(gEG)， 但 是 ， 
g Mg=g’ Mo’¢—> gg'Mgg’ "=MEDNg9 "ENc(M) EY 
Nel(M)g 一 和 Nel(M)g' ,从 而 与 用 共 罗 的 子 集 个 数 等 于 G 对 Nel MM) 
的 陪 焦 个 数 。 证 毕 。 

系 1.3.1 设 4 为 群 G 中 元 素 ， 则 与 4 共和 拍 的 元 素 个 数 等 于 
[GCG :Ce(l a )j. 

作为 上 述 系 理 的 应 用 ， 证 明 如 下 有 益 的 结果 。 

定理 1.3.6 设 了 为 素数 ，7 之 1，G 是 六 阶 群 ， 则 |C (Gj 川 
之 1， 即 G 有 非 平 凡 的 中 心 元 壳 。 

证 明 设 r=|IC(G), 由 于 1cEC(G), 从 而 7? 守 1。 令 
C(G)= {gq as,…, 9;), 根据 定义 , 元素 4 是 中 心 元 素 拓 六 只 有 = 
自 号 与 4 共 园 ， 从 而 将 G 中 分 拆 成 共 斩 元 素 类 之 并 时 ， 每 个 中 心 
元 素 oiC1T 短 i 委 7) 均 目 成 一 类 ， 河 其 余 共 斩 类 的 元 素 个 数 均 多 
于 一 个 , G = (QU ic U…U {eAUB…。, 但 是 由 定理 1.3.5 
的 系 1.3.1 可 知 每 个 共 轿 类 的 元 素 个 数 均 是 六 =|G] 的 因子 ， 所 以 
是 了 的 某 个 方 带 ， 于 是 

p=|G|=r +|41+1B| 填 …= ? 十 Pi 十 p2 十 …， 其 中 11, $29 
… 均 之 1， 所 以 7 和 0(mod 放 )。 但 是 > 之 1， 从 而 > 之 妨 ， 即 
存在 不 为 么 元 素 的 中 心 元 素 。 证 毕 。 

证 明 过 4 阶 群 是 阿 员 尔 群 之 后 ， 现 在 可 以 证 明 如 下 定理 。 

定理 1.3.7 对 于 每 个 素数 了 P，P 阶 群 G 均 是 阿 贝 尔 群 。 

证 明 设 4EG，4 天 1， 则 4 的 阶 为 p 或 p( 拉 格 朗 日 定 
理 )。 如 果 G 中 存在 Pp? 阶 元 素 9， 则 G={1，9，9g’…,g* 1)， 
这 显然 是 阿 贝 尔 群 ( 同 构 于 Zp )。 否 则 ， 每 个 元 素 4 关 1 均 是 了 
除 的 。 由 定理 1.3.6 知 ，G 中 存 星 中 心 元 素 G 关 1。 而 6 的 阶 数 
是 了 ， 从 而 子 群 4 二 {1，4，a:，…，a?!)} 中 每 个 元 素 都 是 中 
心 元 素 。 因 为 |Gj==P， 141= pp， 所 以 G 中 存在 元 素 b 斤 A。 于 
是 6b 的 阶 也 为 了 ， 且 4，6A，02A，…，b*?1A 是 G 对 4 区 上 了 个 陪 
集 ， 凑 且 不 难 证 沪 这 了 个 陪 集 彼此 不 同 。 因 为 荐 6 个 A4=b”A, 0 志 
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nm 一 1 ， 则 6b” A4。 但 是 1 寺 %m 一 % 才 Pp 一 1， 从 而 
I 与 了 互 守 所 以 存在 整数 1， 使 得 t(m 一 nn ) 寺 1 (mod 
p), Om 1 和 2Z， 则 由 D EE 4 可 知 9” 
E 4， 人 =Db+t?=b. (6b) 二 b， 这 就 得 出 b 忆 A4， 与 
假设 b 括 .4 矛 盾 。 FA pp 而 | G | 
二 户 ， 从 而 G 就 是 了 个 陪 集 之 并，G = 4U5bAU…Ub”A。 也 
就 是 说 ，G = {6a"|0 声 n， 加 2 一 1},， 但 是 a” 为 中 心 元 素 ， 
从 而 Cbra”) Cb" a ) 6 (amb Ja™ 60°" a”)a™ 一 bn/ gm 
二 (ba™)(b”a™")， 即 G 中 任意 二 元 素 均 可 交换 ， 因 此 是 阿 贝 尔 
群 。 证 毕 。 

练习 1.3.11 设 4 是 有 限 群 G 的 真子 群 ， 则 G 不 能 是 A 的 全 
部 共 示 子 群 之 并 ， 如 果 _A4 是 无 限 群 呢 ? 

练习 1.3.12 设 G 为 群 ， 求 证 对 每 个 元 素 9 多 EG， 映射 f,; 
GCCG，ah>9g 9g 是 群 G 的 自 同 构 ， 并 且 (f 1)" =f -1。 此 外 ， 
/是 恒 等 自 同 构 寺 访 9EC(G)。 


31.4 循 环 群 


设 G 是 群 而 S 是 G 的 一 个 子 集 ，G 中 包含 5S 的 最 小 子 群 4 叫 
作 是 由 S 生成 的 子 群 ， 表 示 成 4 =<S>。( 注 意 ! 车 4 和 4 是 
包含 S$ 的 子 群 ， 则 4 人 4; 也 是 包含 S 的 子 群 ， 从 而 包含 S$ 的 子 
群 当 中 确实 存在 最 小 的 一 个 。 事 实 上 ， 它 是 G 中 包含 S$ 的 所 有 子 
群 之 交 。) 显然 ， 对 每 个 元 素 4 ES，a 和 a! 均 属于 <S》;， 从 
而 当 a，…anE>Uo ”时 ，a，…，aqnEG(S>。 这 是 这 种 形式 
的 元 素 的 道 和 乘积 仍旧 为 这 种 形式 的 元 素 。 所 以 ， 它 位 形成 一 个 
子 群 ， 而 这 显然 是 包含 5 的 最 小 子 群 。 于 是 

《S 一 (aa m2 0, aESUS-!) 

(这 里 当 m= 二 0 时 ， 理 解 为 a1…a,= 1 。) 

如 果 群 G 自 南 由 子 集 S 生成 ， 即 G 二 《<S》>， 则 称 $S 是 G 的 一 
个 生成 元 系 ， 如 果 G 由 某 个 有 限 集 合 S 生成 的 ， 则 称 G 是 有 限 生 
成 群 。 特 别 如 果 群 G 是 由 一 个 元 素 4 生成 ，G =《<a，， 则 称 G 证 


23 


循环 群 。 循 环 群 是 最 简单 的 一 类 群 。 本 节 要 研究 这 类 群 的 性质 
( 子 群 特性 ， 生 成 元 特性 以 及 决定 它们 的 自 同 构 群 )。 

设 G=《a 2 是 循环 群 。 如 果 a 是 无 限 阶 元 素 ， 则 …，a”，， 
a ”001=0，4，0…，0，… 是 彼此 不 相同 的 元 
率 ， 它 们 的 全 体 即 是 G。 因 此 G 是 无 限 群 ， 并 且 易 知 /六 GZ， 
a"r>% 是 G 与 整数 加 法 群 Z 的 同 构 。 如 果 a 是 有 限 阶 元素 ， 令 a 
的 阶 为 % 宇 1， 则 G=={1，4，…，a”) 与 整数 模 1 加 法 群 Z， 
同 构 。 于 是 我 们 证 明了 下 而 的 定理 。 

定理 1.4.1 无 限 循环 群 同 构 于 整数 加 法 群 Z，? 阶 有 限 循 
环 群 间 构 于 和 2。 从 而 同 阶 循环 群 彼此 间 构 ， 而 不 同 阶 的 循环 群 
彼此 不 同 构 。 

根据 这 个 定理 ， 7 阶 循环 群 本 质 上 只 有 一 个 ， 放 且 当 % =o%o 
时 ， 其 样板 为 整数 加 法 群 Z, 而 当 1 为 正 整 数 时 , 其 样板 为 整数 异 
n 加 法 群 Zs, 它们 均 是 阿 贝尔 群 。 由 于 了 和 2 是 初等 数论 的 研究 对 
象 ， 所 以 本 节 所 述 循 环 群 的 所 有 性 质 (及 其 证 明 )， 不 过 是 初等 
数论 中 整数 和 同 余 性 质 的 群 论 叙 述 形式 .首先 讨论 循环 群 的 子 群 。 

定理 1.4.2 循环 群 的 子 群 都 是 循环 群 。 详 言 之 , 设 G=《a》 
是 循环 群 。 

(1，) 如 果 G 是 元 限 循环 群 ， 则 对 于 每 个 正 整 数 m，G 有 一 
个 指数 为 % 的 子 群 Co= ao" ,并且 这 些 和 {1 是 G 的 全 部 子 群 。 

(2 ) 如 果 G 是 4 阶 循 环 群 ， 则 对 于 ?的 每 个 正 因子 m，G 
有 一 个 指数 为 m 的 子 群 G。 <a”》， 并 且 这 些 是 G 的 全 部 子 群 。 

证 明 设 互 是 G=《a > 的 子 群 。 不 妨 设 瓦 关 (1)， 令 到 一 
min{%#1% 为 正 整 数 , 且 o"= 1 )。 由 欧 氏 除法 算式 可 知 , 若 oH， 
则 mj 1 。 另 一 方面 ， 若 m| 1 ， 由 于 o 筷 万 ， 显 然 ac 筷 五， 从 而 
玉 = 《0 二 Gs。。 当 4 为 无 限 阶 时 ， 易 知 [G :Gmj== m， 于 是 证 明 
了 (1)。 如 果 G=<a) 是 % 阶 循环 群 ， 则 4 的 阶 为 2。 用 欧 氏 
算法 可 知 刀 | %”， 这 是 因为 n= 二 mg 十 7, 0 二 m 一 1,，4EEZ。 
由 于 c" 冬 万 ， 从 而 a = 一 (co “EE 有 。 由 于 m% 的 极 小 性 , 即 
知 7?7 < 0， 因此 mn，#= 二 mq， 从 而 H=G。s==《1,，0"， G2 +, 
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a 90" >， 这 是 9 二 n/m 阶 循环 群 ， 因 此 [G:G,)=|1G|/IG,|= 
n /9 二 m( 注 意 Gs= {1))。 于 是 证 明了 (2 )。 证 毕 。 

设 G=《a) 为 n 阶 循环 群 , 由 拉 格 朗 日 定理 知 G 的 子 群 的 阶 
1 必 是 1 的 因子 。 而 定理 1.4.2 是 说 ， 对 于 ?的 每 个 正 因 子 t， 
G 恰 好 有 一 个 t 阶 子 群 Ca >。 

练习 1.4.1 群 G 没 有 非 平凡 子 群 的 充分 必 可 条件 是 G= 
{1 /或 者 G 是 素数 阶 〈 循 环 ) 群 。 

练习 1.4.2 设 G 是 2 阶 有 限 群 ， 如果 对 于 “的 每 个 正 因子 
1，CG 至 多 只 有 一 个 纪 阶 子 群 ， 则 G 为 循环 群 。( 提 示 ， 利用 
数论 等 式 2 V9 (d )== mn， 并 参考 下 面 定理 1 .4.3) 

di 

定理 1.4.3 设 G=《a) 是 循环 群 。 

(1 ) 如 果 G 为 无 限 循环 群 ， 则 G 的 生成 元 只 有 4 和 a。 

(2 ) 如 果 G 为 n 阶 有 限 群 ， 则 G 的 生成 元 共有 2% Cn) 个 。 

证 明 

(1 ) 显然 co 一 《aa>， 从 而 0 和 均 是 C 的 生成 元 。 另 
一 方面 ， 由 于 (G:《a j=|n]， 可 知 《a > 一 G 时 必然 了 三 土 1， 
则 G 只 有 上 述 两 个 生成 元 。 

(2 ) 根据 定理 1.3.3， 由 于 4 的 阶 为 2， 从 而 ao” 的 阶 是 2 7/ 
( 妃 ，1)， 于 是 人 o > 一 G< 和 人 G 的 阶 是 nm，n) 二 1, 所 
以 可 以 作为 生成 元 的 是 ar"(1 扫 1 < 委 2，(m，2) 一 1)， 而 这 
恰好 有 2(2) 个 。 

练习 1.4.3 在 n 阶 循环 群 G 中 ， 对 于 + 的 每 个 正 因子 台 ; 阶 


为 m 的 元 素 恰 好 有 PP (mm ) 个 ， 由 此 证 明 等 式 > PP(m)=#。 


练习 1.4.4 证 明 ， 有 理 数 加 法 群 Q 不 是 循环 群 ， 但 是 它 的 
每 个 有 限 生 成 子 群 都 是 循环 群 。 

练习 1.4.5 设 a 和 是 某 个 阿 贝尔 群 @G 中 的 元素 ， 阶 数 分 
别 是 fr 各， 并 且 《(%，m)= 二 1。 求证 (4,，65>2 丰 G 的 mn 阶 往 环 
子 群 。 
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练习 1.4.6 设 A 是 群 G 的 子 群 ，4 岂 作 是 G 的 极 大 子 群 ,是 
指 不 存在 G 的 子 群 3， 使 得 4<B 过 G。 

(a ) 决定 无 限 循环 群 的 全 部 极 大 子 群 。 

《b》 有 限 群 G 只 有 唯一 的 极 大 子 群 ， 当 上 且 仅 当 G 是 素数 客 
阶 的 循环 群 。 | 

在 $1.1 中 给 出 了 格 的 定义 , 这 里 给 出 一 个 格 的 重要 例子 。 群 
G 的 所 有 子 群 的 集合 L(G)， 按 包含 关系 给 出 序 关系 ， 即 子 群 
五 ,< 及 , 当 且 仅 当 作为 集合 及 ,气态 ,， 于 是 L(G) 成 为 一 个 格 ， 
通常 把 L(G) 叫 作 CG 的 子 群 格 。 例 如 G = 它 的 子 群 格 如 图 
.1-6 所 示 。 / 


C= 7 


图 ”1-6 


通常 决定 一 个 群 的 子 群 格 是 相当 困难 和 的， 因为 必 意 味 着 给 出 群 的 
所 有 子 群 。 在 后 面 ， 将 给 出 阶 数 和 15 的 群 的 子 群 格 。 

最 后 讨论 循环 群 的 自 同 构 群 . 设 G=《a ) 是 循环 群 , f，G 一 
G 是 循环 群 G 的 自 同 构 。 令 f(a)=o， 则 ff(G) 二 <a”)。 如 果 
f 为 同 构 ， 则 子 群 《a™) 儿 于 G。 从 而 当 G 为 无 限 循环 群 时 ， 必 然 
名 一 土 1。 可 直接 验证 f (64) 二 a 从 而 f(a”)==a” 是 恒 等 自 同 构 ， 
而 1(4)=a” 从 而 f(a")=a ”也 是 同 构 。 所 以 对 于 无 限 循 环 群 G， 
Aut(G) 是 二 元 群 。 如 果 G= 一 (aa > 是 2 阶 有 限 循环 群 ,为 了 《a= 
G， 和 需要 《mm，n )w= 1 。 当 这 条 件 成 立时 ， 直 接 验 证 fs。 G 一 
G，jm(9 ) 一 a” 是 群 的 同 态 ， 并 且 由 上 述 知 f, 是 满 同 态 。 由 于 
5 将 1 元 集合 G 映 到 1 元 集合 G， 由 于 1 是 满 同 态 可 知 /也 
-是 单 同 态 (为 什么 ? ), 于 是 /是 同 构 。 从 而 对 于 ?2 阶 循环 群 G， 
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其 自 同 构 全 体 为 Aut(G)= {fol1<m<n，(m，7)= 1). 由 
于 fmfw (0)=fn(a™ )=fn( 0 )™ =a"™ frm (0 ), 于 是 fm: 
fm' 一 fmm/。 由 此 可 知 Aut(G) 同 构 于 整数 倘 ” 乘法 群 2， 它 - 
是 P(rn) 阶 阿 贝 尔 群 。 


$1.5 正规 子 群 ” 商 群 ” 同 态 定理 


上 几 节 已 讲 了 不 少 群 论 中 的 定量 结果 (〈 拉 格 朗 日 定理 是 典型 
的 例子 )， 本 区 主要 是 研究 群 论 中 的 定性 结果 ， 即 同 态 基本 定理 。 
这 是 研究 群 的 最 基本 也 是 最 重要 的 工具 。 为 此 ， 先 讨论 正规 子 群 
和 商 群 。 

设 N 是 群 G 的 子 群 ，G= 【上 aN 是 G 对 于 子 群 六 的 路 集 

oR 

分 解 , 以 G 表 示 全 体 陪 集 构 成 的 集合 , 即 G= {aNia 扎 RR}。, 为 了 将 
事 合 G 赋 以 群 的 结构 , 最 自然 的 运算 是 定义 (aN):(bN)=abN， 
但 首先 遇 到 的 问题 是 如 此 定义 运算 是 否 可 行 ?9 因为 如 果 取 aA 和 
bN 中 的 不 同 代表 元 a 和 64， 即 aN=a’'N，6bN=b'N 之 后 ;是 
否 a’'6’'N=abN? 如 果 不 行 , 那 末 上 面 的 运算 是 不 能 这 样 定义 的 。 

上 面 的 讨论 是 相当 于 对 aN 和 5bN 中 仔 意 元 壹 a 和 4b, 均 
应 有 a’b'N=abN， 从 而 要 求 aNbN = 二 abN。 于 是 要 求 NbN = 
bN， 或 者 写成 01NLN = N。 这 又 相当 于 要 求 0 1NLCN( 对 每 
个 元 素 b ECG)。 此 式 又 等 于 NSEDND 。 将 5 改 成 上 便 得 到 
NESEDLND( 对 每 个 ECG)， 从 而 要求 wVo=N， 对 每 个 元 素 
6 记 G。 换 句 话 说 ， 为 了 在 G 上 能 定义 自然 的 运算 ， 我 们 需要 
子 群 NN 是 自 共 轧 的 ， 即 只 有 日 和 是 它 的 共 克 子 群 。 
z 定义 1.5.1 群 G 的 子 群 入 叫 作 正规 子 群 ， 是 指 对 于 每 个 元 . 

索 9EG，9 Ng=N。 如 果 NN 是 G 的 正规 子 群 ， 记 成 NdG。- 

引 理 1.5.1 设 N 是 群 G 的 子 群 ， 则 下 列 条 件 彼此 等 价 。 
(1) NG 
(2 ) 对 于 每 个 9EG, gN=Nog; 
(3) Ne(N)= GG, 
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(4) G 对 于 六 的 每 个 左 陪 集 均 是 右 陪 集 。 
证 明 由 于 g “Ng=N<Ng=gN， 可 知 (1) 和 (2 ) 等 
价 。 由 于 子 群 六 的 共 斩 子 群 的 个 数 为 CC :Noe(N))， 从 而 N<IG 
拓 >N 只 有 一 个 共 生 子 群生 >[G:Ne(N)=1 生 疙 G= NeCN)， 
因此 (1) 和 和 (3) 等 价 。 由 (2 ) 沪 (4) 是 显然 的 。 最 后 由 
《4 ) 礼 (2 )， 对 于 每 个 gEG， 由 (4) 可 知 存 在 gEG, 使 得 
9gN 二 Ng',。 由 于 1 EN, 从 而 9 二 9 .1ENg', 因 此 Ng=Ng’= 
4N 。 这 就 证 明了 (2 )。 证 毕 。 
练习 1.5.1 (a) 如 果 N 了 JJG，NWN<M<G， 是 否 N <IM? 
(5) 如 果 N<AMH，M<G， 是 否 NW<G? 
设 六 是 G 的 正规 子 群 。 令 6==aV 一 六 co， 我 们 可 以 在 G= (9 
4 EG} 上 定义 二 元 运算 三 =ab。 这 是 因为 著 a 二 6,，b = 
基 a/N=aN,，b’N=6bN， 出 
a’b’=a’b’'N=a’b’'NN=a’Nb'N~aNbN 
=abNN=abN -= ab, 
从 而 上 述 运 算 与 陪 集 代表 元 选取 无 关 。 不 难 验证 集合 G 对 此 运算 
形成 群 ， 乏 元 素 为 I 二 1.N=N，(a)-!= a*!， 我 们 把 群 己 测 作 
群 G 对 于 正规 子 群 N 的 商 群 ， 表 示 成 G=G/N。 如 果 G 是 有 限 
, 群 ， 则 |G /NI= [CG :Nj)=|GI/INI|。 
练习 1.5.2 阿 贝 尔 群 的 每 个 子 群 都 是 正规 子 群 。 
现在 讲述 本 节 最 基本 的 结果 一 一 同 态 基本 定理 。 
定理 1.5.1( 同 态 基本 定理 ) 设 f，G->G 是 群 的 同 态 ， 则 
-Imf = f(G ) 是 G 的 子 群 , Kerf ={19EGIAC9S)=1)= 广 1G) 
.是 @G 的 正规 子 群 ， 并 且 有 和 群 的 同 构 
fi G/KerfSImf 
-这 里 今 或 者 全 表示 群 的 同 构 ，Imf 和 Kerf 分 别 叫 作 同 态 f 的 像 
证 明和 先 证 Im CCG ,显然 1c/ = ff (16)ETnfo 如 a ,5 CC- 
“Jmf， 则 有 a,bEG, 使 f(a)=a，f(6)=6b。 于 炬 (@ ) 
: f la) = f(a EImf, ab6b = f(a)f (6b)= f (od0)Elmf, 
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这 就 证 明 Imf 是 G 的 子 群 。 再 证 Kerf <]G 。 不 难 证 明 Kerf 是 G 
的 子 群 。 进 而 ， 对 于 每 个 元 素 9EG，a EKerf,，f (g'ag)= 
f(g )f(ao) f(g9)=f(9) :1.1(9)= /1(9) f(g9)=1, 因 
此 giagE Kerf (对 每 个 ac EKerf, 9EG), 从 而 g (Kerf)9 导 
Kerf/。 类 似 可 知 9 (Kerf)g'!CKerf, 即 Ker/Cog (Kerl)9， 
于 是 9 (Ker 门 9 =Ker f (对 每 个 9 忆 G)。 这 就 证 明了 Kerf 是 
G 的 正规 村 和 群 。 最 后 ， 考 虑 映射 
f: G/Kerf—>Imi, 
其 中 f 把 商 群 G /Kerf 中 每 个 元 圳 5= 9 (Kerf) 映 成 1 (9)。. 首 
先 要 说 明 上 映射 了 是 可 以 定义 的 ， 即 与 5 的 代表 元 条 选取 无 关 。 这 
是 因为 ， 若 g'EE9(Ker1)， 则 g =gR，k Kerf/， 于 是 f(g ) 
=/(g’)= f(g9k)= (9)f(k)=f(9).1=f(9)=1(9), 
其 次 ， 易 证 了 是 群 的 同 态 ，7(5:9’)=j(g99’)= f(gg')=f(9) 
x f(g ) 二 了 (9)7(g9')。 再 证 了 是 满 同 态 ,对 每 个 a’ Elm(f) 有 a 
EG， 使 1(o)=a’,， 于 是 7(6)= f(a)=a 。 最 后 证 明了 是 
单 同 配 ， 若 4，BbEG/Ker/(a，4EG)， 并 且 7(4)==7(b)， 则 
f(a)=f(b), 于 是 f(a 0)= f(a)” f(b6)=1, 从 而 a bEE 
Kerf。 因 此 a (Kerf) 一 6(Kerf),， 即 a5=5。 这 就 表明 jG/ 
Kerf—~Imf 是 群 的 同 构 。 证 毕 。 

定理 中 给 出 的 了 叫 作 是 正则 同 构 , 如 果 将 7 看 成 是 从 G/Kerf 
到 G 的 映射 《因为 ImjSC“ )， 则 了 是 单 同 态 ， 叫 作 正 则 曾 
同 态 。 

系 1.5.1 设 /，G->G 是 群 的 同 态 ， 则 

( 1) f 为 单 同 态 >Kerf={1)}; 

(2 ) 如 果 /是 满 同 态 ， 则 我 们 有 (正则 ) 同 构 了， G/Kerf 
SGC’, / z 

证 明 《1 ) 如 果 f 为 单 同 态 ， 则 Kerf/ =f“(le/) 只 能 包含 
一 个 元 素 1c， 即 Kerj =(1)。 反 之 , 若 Kerf=(1)， 则 当 aoG 
G， f(a)= f(b) 时 ， f(a 0)= f(a)”"f(b5)=1， 从 而 
a bEKerf/， 即 a 56= 1， 于 是 b= 二 4 ， 因 此 /为 单 同 态 。 
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(2 ) 由 同 态 基本 定理 推出 ， 因 为 此 时 Imnj = CG。 

我 们 今生 要 反复 使 用 这 个 同 态 基本 定理 。 为 了 研究 各 种 群 之 
徊 的 联系 ， 我 们 要 善于 构 作 和 发 现 不 同 群 之 间 的 同 态 。 现 在 先 浴 
两 个 简单 的 例子 。 

例 1.5.1 不 难 验 证 f，Z->Z,。 f(a )=5 是 加 法 群 的 满 
同人 态 ， 并 且 Kerf = 二 nZ = {ralaC Z}， 于 是 我 们 得 到 和 群 的 同 构 
2Z/nZ 之 Zo 所 以 整数 借 1n 加 法 群 2, 也 常常 写成 Z/nZ 的 形式 。 

例 1.5.2 det GL(n，C) 一 C "是 乘法 属 的 满 同 态 ， 它 把 
每 个 nn 阶 可 北 复 方 阵 MM 映 成 它 的 行列 式 det， 从 而 行列 式 为 1 
的 1# 阶 复方 阵 全 体 SL(n，C) 显然 为 Kerj, 从 而 SL(1.,C)4 
GLC(n，C)， 并且 GL(n，C)/SL(n，C) 同 构 于 C”( 非 零 
复数 乘法 解 )。 

定理 1.5.2 (第 二 同 态 定理 ) 设 六 是 群 G 的 正规 子 群 ， 令 两 
为 商 群 G= G/N 的 全 部 子 群 组 成 的 集合 ，m = 二 {MIN<M<G)} 
( 即 G 和 NN 的 中 间 群 全 体 )， 册 ff，m 一 ，MH->M= 二 M/N (注意 
NIM) 是 一 一 对 应 ,并 且 对 于 MEm,M JG》M/N G/N 

”证明 ” 作 上 映射; WW 一 m，MP>{19EGIlgN=JEM), 当 ME 
m 时 ， 请 读者 证 明 h (M)= 二 {19EGI9=9NEM) 是 G 的 子 群 六 且 
包含 N， 于 是 是 从 元 到 m 的 映射 。 由 于 fh(M)= f({gEGI 
gN =gEM}) = 二 M),hfj(M)= h(M)= 二 M， 从 而 f 和 有 是 互 逆 的 映 
射 ， 因 此 /是 一 一 对 应 。 进 而 ， MAGS€©739 Mg=M( 对 每 个 
9 EG)COI0 MI=M( 对 每 个 9EG)<M<JG。 证 毕 。 

综 习 1.5.3 利用 第 二 同 态 定理 给 出 整数 加 法 群 Z 和 其 子 群 
HZ 的 所 有 中 间 群 。 

例 1.5.3 我 们 先 来 决定 所 有 的 4 元 群 。 前 面 已 知 4 元 群 CG 
必 为 阿 贝 尔 群 ， 从 而 G 的 每 个 子 群 均 是 正规 的 。 如 果 G 中 有 4 阶 
元 聂 ， 则 它 同 构 于 循环 群 ZL4。 人 否则 ，G 中 不 为 1 的 元 素 均 是 2 
阶 的 。 取 a EEG，a zl1， 则 (oa > 为 G 的 2 阶 子 群 , az= 1， 即 
a 二 a1。 再 取 5EG,656b 关 1，,0, 则 6 也 是 2 阶 元 素 。 显 然 cb 六 
1，4，D( 因 为 ap 一 1 之 8 = 一 Gd 一 6G 王 8 一 1， 一 0 


o0 


a = 1 ， 这 均 不 可 能 )。 于 是 ob 就 是 G 中 的 第 四 个 元 素 ， 即 G = 
{1，,4,b,a0;， 其 中 0:=02= 1，ag 一 po。 这 个 群 叫 作 克 菜 因 
(Kisin) 四 元 群 ， 记 成 太 ,。 它 显然 与 C4 不 同 构 ， 因 为 中 有 4 
阶 元 素 而 克 芋 因 四 元 群 中 没有 4 阶 元 素 。 所 以 4 元 群 杰 质 上 共有 
两 个 ， 天 ,和 QZ,。 天 , 有 三 个 二 阶 子 群 人 Ca >，《D > 和 (cb>， 而 循 
环 群 Z, 二 《a ) 只 有 一 个 二 阶 子 群 Ca?;。 注 意 商 群 太 /Co 和 2Z4/ 
《a ) 均 是 二 阶 群 ， 从 而 这 两 个 商 群 彼此 问 构 。 这 个 简单 的 例子 表 
明 ， 对 于 N 和 N' 分 别 是 群 G 和 G 的 正规 子 群 ， 如 果 NN 衬 和 N' 并 
且 G/NsG'/N' ,我们 不 能 推出 G 衬 G'。 | 
作为 同 态 基本 定理 的 应 用 ， 我 们 再 给 出 两 个 同 构 定理 。 
定理 1.5.3 设 N <G,H<G, 则 (HN) 了 4H,N<NH< 
G， 并且 NH/NH/HNN.， : / 
证 明 由 于 和 NG, 从 而 NH=HN。 于 是 (NH)(NH) = 
(NH)CHIN-DY=(NH)(HN)=N (HH)YN=NHN=NNH 
=NH， 从 而 NH<G。( 参 见 练习 1.3.3) 由 于 NG, NG 
NG， 因此 NN <INH。 考 虑 映射 
ff, HINH/N, hl>h=Nh. 
易 知 这 是 群 的 满 同 态 。 进 而 对 每 个 包间 , h EKer! 全 1(h) 
=Nh=1=N< HENGCINENNN,TRE Kerf=HNN, 从 
而 (人 NWN) HH， 并 且 有 同 构 瑟 / 昌 {IN 宇和 N/A/N。 证 上 毕 。 
定理 1.5.4 设 W<dG，M<dG，N 近 M， 则 


证 明 设 f， G/N->G/M，gNi>gM。 首 先 说 明 这 个 映射 
是 可 以 定义 的 。 如 果 gN=g N(g,，g’ EG)， 则 9 9 ’ EN。 但 
是 和 NM， 从 而 9 9 EM， 于 是 gMH=g 玉 ， 进 而 了 上 显然 元 群 
的 满 同 态 。 最 后 ， 

9gNEKer/ 和 全 9g 寻 = 并 人 9 后 ME->cAGEMIN。( 注 意 
用 N 休克 ，N 生 1 可 守 NC47T， 于 是 有 高 群 M LN 人 而 Ker1 = 
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a a G/N 
NF 1 入 - 寺 - re -mm 
二 AN, 央 由 可 胡 基 本 和 定理 即 知 MIN G/M, 


练习 1.5.4 NG，[G:N]==2， 求 证 NG。 
练习 1.5.5 若 N<G,，M<G,， MANN={1}。 求 证 对 于 
每 个 LSM ，bEN， 均 有 a0=0a。 
练习 1.5.6 (a) C(G)<G) 
(Cb) 如果 G/C(G) 为 循环 群 ， 则 G 是 阿 贝 
尔 群 ， 
(ec ) 利用 (2 ) 证 明 ， 对 于 每 个 素数， 阶 
群 必 是 阿 贝尔 群 。 
练习 1.5.7 决定 S; 的 全 部 正规 子 群 (os 表示 (1，2，38/ 
的 全 部 置换 组 成 久 群 )。 
练习 1.5.8 设 G 是 有 限 阶 群 ，N <JG，989EG。 如 果 9 的 
阶 与 1G /TV| 互 素 ， 则 9 所 NM。 
练习 1.5.9 设 G 为 群 ， 对 每 个 aECG，/ GG, 9 
a'iga 是 群 G 的 自 同 构 ， 电 作 G 的 肉 自 同 构 、， 以 上 CCG) 表示 GG 的 
全 体内 自 同 构 组 成 的 集合 .求证 IT4G) 委 Aut(G) 并 且 TCGJ) 宕 
G/C(G), 


第 二 章 ” 群 在 集合 上 的 作用 
西 洛 (Sylow) 定理 


除了 同 态 基态 定理 之 外 ， 研 究 群 的 另 一 个 重要 后 手段 是 群 盘 
集合 上 的 作用 ， 或 者 说 成 是 群 的 置换 表示 。 首 先 介 绍 置换 群 的 一 
些 知 识 ， 然 后 讲 群 的 置换 表示 。 作 为 它 的 应 用 ， 最 后 讲述 关于 群 
结构 的 深刻 定理 一 一 西 洛 定理 。 

32.1 置换 群 


设 人 二 141，44，…，4s) 是 一 个 4 元 集合 。 集 合 瑟 到 上 的 一 
一 对 应 吕 叫 作 是 卫 上 的 一 个 置换 ， 这 个 置换 可 以 表示 成 


a .a a, 
" -oo, O (GQ,) … G | 

两 个 置换 的 乘积 定义 成 它们 作为 了 到 忆 的 映射 的 合成 ， 即 车 o 和 
tr 是 过 上 两 个 置换 ， 则 置换 ar 定义 为 (07)(4;)=0 (TT(a)) 
(1T 委 1 委 14)。 例如 ， 

Gd) Gs Gs 4 1 0, Gs 94 dl 4d», de G4 

. Gs 44 人 ds os 本 44 Us ") 
以 SC 上) 表示 上 马上 全 部 置换 构成 的 集合 ， 这 是 一 个 n!1 元 集合 。 
n 一 | 二 |， 并 且 S (三 ) 对 于 上 述 运算 形成 群 ， 其 么 元 素 是 恒 等 置 


GI 0 … Gs a) a, ‘00 0, z 
-| 小 | ] 和 过 电 雪 
a Gs 0 (al) 0 (g,)* 0 (Gg,) 


O(a) 0 (Gg) 0 (qs) 
| 


) 群 SC) 于 作 集合 上 的 对 称 


a) ds» 1:£ 0, 


群 ， 它 的 每 个 子 群 都 叫 作 集合 互 上 的 重 换 群 。 必 之 和 二 是 两 个 
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有 限 集 合 ， 如 黑 1!=|5 1, 虹 知 群 SCB) 和 S(5S’) 同 构 。 因 
此 ， 可 以 将 1n 元 集合 上 的 对 称 强 去 示 上 成 5,， 而 S. 的 每 个 于 群 都 
叫 作 于 元 集合 上 上 闸 置 换 群 。 

一 个 置换 如 有 果 将 t 个 不 同 元 素 9;,，4i,，…，9;..,，Qai 分 别 
有 映 成 as， dis 0s Qi, Ui;, 把 这 件 事 写成 (Q; Gi,*"*Q;), 计 且 
叫 作 是 一 个 轮换 ， 它 的 长 度 是 上。 不 难看 出 ， 每 个 置换 均 可 写成 
_ 些 轮换 的 乘积 ， 并 且 不 同 轮换 没有 公共 的 元 素 ， 例如 


1 2 3 4 5 6 
| 出 喇 3)(4 5 6)。 
1 3 2 5 6 4 


长 为 工 的 轮换 往往 赂 去 不 写 ， 从 而 上 面 的 置换 通常 写 为 (2 3) 
(456)。 由 于 不 同 轮换 没有 公共 元 于 所 以 这 些 轮换 的 前 后 次 
序 哥 以 任意 改变 ， 例 如 (2 3)(456)=(456)(23)。 如 果 
不 计 这 种 次 序 的 改变 ， 那 么 每 个 置换 写成 没有 公共 元 素 的 一 些 轮 
换 马 积 的 方式 是 吐 一 的 。 

长 为 2 的 轮 搞 叫 作 对 换 。 例 如 (alias) 即 是 把 cl 和 ay 分 别 
变 成 a 和 a) 而 其 祭 元 素 不 变 的 置换 。 每 个 轮换 可 以 表 成 一 些 对 
换 之 积 ， (QQy%d;,) = (A109,) (a10;.1) (a1;), 所 以 每 个 置换 总 可 
以 表示 成 有 限 个 对 换 的 乘积 。 这 种 表达 式 显 然 不 是 唯一 的 。 但 是 ， 
一 个 熟知 的 事实 是 ， 回 一 个 置换 以 多 种 方式 表示 成 对 换 之 积 时 ， 
其 所 含 对 换个 数 的 奇 侦 性 是 不 变 的 。 家 示 成 奇数 个 对 换 之 积 的 置 
换 叫 作 麻 辕 换 ， 而 表示 成 偶数 个 对 换 之 积 的 置换 叫 作 偶 置 换 。 于 
是 ， 两 个 奇 置 换 之 积 或 者 两 个 偶 置 换 之 积 必 是 偶 置 换 ， 而 一 个 奇 
置 积 和 一 个 偶 置 换 之 积 必 是 奇 置 换 。 从 而 奋 4 之 2， 并 且 考 巾 
红 朱 
| f: S,>{+1} 二 元 乘法 群 )， 

其 中 把 奇 媳 深 均 腕 成 ， 把 个 置 痪 均 映 成 1， 由 上 所 述 可 知 
f 是 群 的 同 态 。 2 2» 中 有 奇 置换 (a1a,),， 于 是 /为 
满 同 态 。Ker 了 古 全 体 偶 置换 构成 的 集合 4,， 则 作 1 元 集合 上 的 
交错 群 。 幅 问 想 基本 定理 知 ，A， 是 >。 的 正规 了 和 群 ， 并 且 当 守之 
2 上 时， 出 群 55/A, 是 二 元 群 ,从 而 14,|=n1/2。( 注 意 ; D1= Al, 


3<4 


均 是 一 元 群 )。 

现在 研究 群 2, 和 4, 的 生成 元 系 。 

定理 2.1.1 将 3S, 看 成 是 集合 {1，2，…, nn} 上 的 对 称 群 ， 
则 《12)，(13)，…，(1 8) 是 5, 的 一 个 生成 元 系 。 

证 明 因为 每 个 置换 均 可 写成 有 限 个 对 换 之 积 并 且 对 于 
i 到 7 了， 又 有 (7) 二 (1D(17)(12)。 

定理 2.1.2 当 1 之 3 了 时， 全 部 长 为 3 的 轮换 形成 A, 的 一 个 

证 明 设 c 是 任 一 偶 置 换 ， 并 且 a 关 1， 则 ca 是 偶数 个 对 换 
的 乘积 ， 所 以 我 们 只 需 证 明 任 意 两 个 对 换 的 乘积 均 可 用 长 为 3 的 
轮 澳 表示 即 可 。 从 而 不 妨 设 0 ==(ij)(rs), 其 中 i 了 ,rr 大 5。 
如 果 Q7)= 二 (rs), 则 go == 1 ， 如 果 7 一 r，1 5， 则 o =(7352)3 
如 果 i， 7 了，r ，s 两 两 不 等 ， 则 o 二 (ris)(177)。 证 毕 。 

现在 研究 3 的 元 素 共 轿 分 类 。 设 0ES,， 将 0 写成 彼此 没 

公共 元 束 的 轮换 之 积 ， 如 果 其 中 长 为 7 的 辊 境 共 及 个 (1 志 
达 7 ), 则 称 置 换 o 的 型 为 112%2…n4o, 尼 然 机 十 2 十 十 nh,== 
4， 之 0401 委 1! 委 4)。 例 如 ，>， 中 的 置换 (123)(45) 的 型 
为 12 34567。 当 = 0 时 ( 即 没 有 长 为 i 的 轮换 时 ), 坟 i 
通常 略 去 。 例 如 (1232(45) 的 型 通常 写成 2.3 。 


有 


练习 2.1.1 5S, 中 型 为 1 24…n” 的 置换 共有 mH/ | (Mi 
z i=1 
(1)5) 个 ， 由 此 证 明 
1 


但 心 


hr 之 0 (Ci 2s 
eh 上 (Nal (i )*) 
定理 2.1.3 对 称 群 3, 中 两 个 置换 共 思 的 充分 必要 条 件 是 它 
们 有 视 癌 的 型 。 
证 明 设 o 和 o 是 2, 中 的 两 个 置换 ， 如果 o 和 0 在 > 中 
共 轿 ， 则 存在 7 ES,， 使 得 0 =ror"*。 如 果 将 0 表示 成 无 公共 
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元 素 的 轮换 之 积 ，a =(ab…oe )…(ag…6)， 则 c' =ror1= 
(Taolrko)…r(c))CrGca)r(B)…zr(06))( 因 为 (rar) 
(TT(aG))= (ro0)(a)= TtT(0(a))= tr(b)， 即 tor! 把 元 
素 7(a) 变 成 (5) 等 等 )。 从 而 ac/ 和 a 有 同样 的 型。 反之 ， 
大 0 和 ac” 有 同样 的 型 ， 则 由 等 式 F (ac )…(aB .6)T!= 
(Ta)r(pb)r(c)CT(cC)Tr(O)…r(6G)) 不 难 找到 
tr ， 合 得 TOT =0/, 证 毕 。 

以 [5122… 和 7 表示 型 为 1112%4.…nr 的 全 部 置换 组 成 的 共和 思 
元 素 类 ， 下 面 是 3, 的 共 恩 元 素 类 。 

[1 ]: 了 (和 恒 等 置换 )。 

C1°2): (12), (13), (14), (23), (24), (34), 

C13°): (123), (132), (124), (142), (234), (243), (134), 
《143)。 

[2]:， (12)(34), (13)(24), (14)(23), 

[4 ): (1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432), 

练习 2.1.2 证 明 5 恰好 有 两 个 非 平凡 的 正规 子 群 ,( 提 示 ， 
利用 上 述 共 辆 元 素 分 类 和 拉 格 朗 日 定理 。 注 意 ， 正 规 子 群 若 包 含 
某 个 置换 ， 则 必 包 含 此 置换 所 在 的 共 斩 类 。 ) 

定义 2.1.1 只 有 平凡 正规 子 群 的 群 叫 作 单 群 。 

例如 :素数 阶 循环 群 只 有 平凡 子 群 ， 从 而 它们 均 是 单 群 。 由 
定理 1.4.2 知 ， 元 素 个 数 大 于 1 的 阿 贝尔 群 是 单 群 的 充分 必要 条 
件 是 它 为 素数 阶 循环 群 。 所 以 除了 一 元 群 和 素数 阶 〈 循 环 ) 群 之 
外 ， 其 他 单 群 均 是 非 阿 贝尔 群 。 决 定 全 部 有 限 非 阿 贝尔 单 群 的 问 
帧 具有 漫长 而 有 趣 的 历史 ， 这 个 著名 的 群 论 问题 最 终于 1981 年 
才 彻 请 解决 。 可 是 人 们 很 早 就 已 发 现下 面 的 定理 。 

定理 2.1.4 当 # 之 5 时 ， 交 错 群 4, 是 单 群 。 

证 明 设 Ww4。，Nzxt7)。 我 们 分 几 步 证 明 N = 4 

(1) 六 中 必 和 包含 一 个 元 素 是 长 为 3 的 轮换 。 事实 上 , 设 o 
在 NN 中 不 为 恒 等 置换 ， 并 且 o 将 卫 = {a/，…，a 洛 中 尽 可 能 多 的 
4 保 尝 不 动 ， 我 们 证 明 o 恰好 变动 3 个 w， 从 而 必 是 长 为 3 的 轮 
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换 。 首先 ， 恰 好 变动 两 个 ai 的 置换 为 对 换 ， 但 对 换 为 奇 置换 不 
属于 4,， 从 而 9 变动 至 少 3 个 a;， 现 在 把 0 写成 彼此 没有 公共 
元 妹 的 一 些 轮 痪 之 积 ， 并 且 把 最 长 的 轮换 写 在 最 左边 。 如 果 5 恰 
好 变动 4 个 a;， 则 9 =(aias)(as@y)。 由 于 Nn 之 5， 从 而 Pp 二 (qs 
Qas) 忆 EA， 于 是 01=B08"*=(q1as)(qras)EN。 所 以 00,=(q) 
as) (dsas) (Ga) (04) = (A004) = (du)EN, DN 在 有 长 
为 3 的 轮 澳 。 如 果 o 变动 至 少 5 个 a,， 又 分 三 种 情形 考虑 。(@ ) 
假如 5 包含 长 度 之 4 的 轮换 ， 即 9 =(cicasa pp)…， 取 有 三 (as 
Qaq) 忆 A,， 则 oo 二 BoB6 =(ajasgyas) 收 EN。 易 知 i 宇 5 时 ， 
0 (qj) 二 0.(4;)。 从 而 NN 中 置换 010” 至 多 变动 4 个 4;:， 而 这 与 
5 变动 a 的 个 数 极 小 性 相 矛 盾 。《D ) 5 中 轮换 最 长 为 3， 则 


0 一 \i4203)(0405…)。 由 于 己 假 定 G 至 少 变 动 5 个 9:， 从 而 0 
不 是 长 为 3 的 轮换 ， 于 是 这 种 形式 的 0 至 少 变动 6 个 a:, 取 pb 二 
(asasa )E A,, 加 | ol= pb0p. = (QlQgsq4) (asG6… ) “CN。 但 是 以 


中 置换 oo 至 多 变动 5 个 a;， 又 导致 矛盾。(c) 最 后 设 9 
是 一 些 对 换 之 积 ，5 二 (414s)(4sq4)…， 它 至 少 变 动 6 个 a， 取 
P=(asas0)EA,, 则 01=pB0p =(4143)(444s)…EN， 而 Ooi 
只 变动 4 个 a;:， 这 又 导致 矛盾 。 这 就 证 明了 NN 中 包含 元 丸 是 长 
为 3 的 轮换 。 

(2) 所 有 长 为 3 的 轮换 均 属于 N。 因 为 我 们 在 (1) 中 已 
证 WN 中 有 长 为 3 的 轮换 0 。 现 设 5 是 4, 中 任意 一 个 长 为 3 的 轮 
换 ， 由 于 o 和 0 具有 相同 的 型 3 ， 从 而 它们 在 SS, 中 共 轿 ， 即 有 
r 己 9。s， 使 得 o =T or。 如 果 7 为 偶 置 换 ， 即 7 蕊 4, 则 0 
N。 如 果 7t 为 奇 属 换 ， 由 于 # 之 5， 而 0 是 长 为 3 的 轮换 ， 从 而 
0 至 少 固定 两 个 文字 a4, 和 as， 令 有 =(aa)， 园 pz=cacp， 于 是 
(Br)'o (pr)=7" popr=7r "ppRar=r or=0, 但 是 PrE 4 
从 而 0' EN， 这 就 证 明 入 包含 全 部 长 为 3 的 轮 换 。 

(3 ) 根据 定理 2.1.2， 全 部 长 为 3 的 轮换 生成 整个 群 4 因 
此 NN ==A,。 这 就 完成 了 定理 2.1.4 的 证 明 。 

系 2.1.1 当 # 之 5 时 ，A4, 是 5, 的 唯一 非 平凡 正规 子 群 。 
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证 明 我 们 已 讨论 过 44 了 S$,。 男 一 方面 , 设 N 5S,，N 六 
(7 。 如 果 有 和 4， 则 AN<。 根 据 定 理 2.1.4， 知 六 王妃 。 如 
果 立 中 包含 奇 置换 , 则 NN 中 全 部 侦 置 换 组 成 的 集合 NN 门 4 是 4, 的 
正规 子 群 ， 并 且 |N 站 4j= 广 |NI( 为 什么 ?)。 于 是 由 定理 1. 4 知 ， 
N 门 4,= (71) 或 者 4 如果 N 门 4,=A,， 则 IN 门 4A,=n1l /2， 
从 而 |Ni=nl, 即 NN=Sw 如 果 N 门 4,= {7}， 则 N 是 二 元 群 。 
请 扇 者 证 明 S; 不 可 能 有 二 元 正规 子 群 。 从 而 只 能 N=A, 和 S，， 
即 4 是 ,的 唯一 非 平凡 正规 子 群 。 证 毕 。 

练习 2.1.2 当 n 守 3 时 ，C(S,)={J}》, 

练习 2.1.3 求证 Aut(ss)=1(ss) 人 ss。 (提示 : 参考 练习 
i1.5.9), 


》2.2 群 在 集合 上 的 作用 

同 态 是 研究 群 之 间 关 系 的 基本 手段 。 为 了 研究 一 个 群 G， 自 
然 种 望 有 一 些 理想 的 “ 样 谣 ”和 群 作为 标准 ， 然 后 通过 研究 G 到 样 
板 群 的 各 种 同 态 来 把 握 G 的 特性 。 理 想 的 样板 群 有 两 类 ， 一 类 是 
置换 群 ， 另 一 类 是 矩阵 群 。 一 个 群 G 到 置换 群 的 同 态 叫 G 的 置换 
表示 ， 到 矩阵 群 的 同 态 叫 线性 衰 示 。 研 究 群 的 线性 表示 是 群 论 的 
一 个 重要 分 支 ， 即 通常 所 谓 群 表示 理论 。 它 在 物理 ， 化 学 ， 力 学 
等 许多 方面 都 得 到 重要 应 用 。 本 节 的 目的 是 介绍 群 的 置换 表示 理 
论 的 一 些 基本 知识 。 

设 卫 是 一 个 集合 ，S( 卫 ) 是 上 上 的 对 称 群 。 群 G 到 SC5) 
的 每 个 同 态 f : G 一 SC(BS) 都 叫 作 群 G 在 集合 上 的 一 个 奸 换 
表示 。 如 果 f 是 单 同 态 ， 则 称 /是 忠实 表示 。 这 时 ， 对 于 CG 中 不 
同 的 元 素 9， f(g9) 是 上 上 不 同 的 置换 。 群 G 借 助 于 置换 表示 
f 作用 在 集合 瑟 之 上 ， 也 就 是 说 ， 元 素 9 巨 G 在 集合 上 的 作用 
看 成 是 轩 沁 / (9 )， 对 于 每 个 4<- 允 ,定义 ga= f (9)(a)。 

设 r，G-~S(3) 是 一 个 置换 表示 。 在 上 上 定义 如 下 的 关 
系 ， 对 于 ea ，5 ES， 

4 ~b<- 访 有 I9EG,， 使 得 ga= 4b，。 
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这 是 一 个 等 价 关系 ， 因 为 

(1) (lc) 是 上 的 恒 等 置换 ， 从 而 对 每 个 4EES，1ca== 
a, 好 a~a; 

(2) 如 果 4~6， 则 有 9EG, 使 ga=b ,于 是 g'= 0， 
Bb~ a; 

(3) 若 5 一 bb， pb 一 cc， 则 9c==b，Hhm=c， 其 中 9， 
EG。 于 是 (hg)a = 一 c， 所 以 一 c ( 简 言 之 ， 一 是 等 价 关 系 ， 
因为 G 是 群 )。 

对 于 上 述 等 价 关 系 , 区 中 元 素 4 所 在 的 等 价 类 是 (4 j=CGa= 
{9aj 9 全 G}， 每 个 等 价 类 叫 一 个 G- 轨 道 ， 或 简称 轨道 。 于 是 集 
合 蕊 分 拆 成 一 些 轨 道 , 在 同一 轨道 中 ,可 以 通过 某 个 9EG 的 作用 
将 其 一 个 元 素 变 成 另 一 个 元 素 ， 但 不 同 轨道 中 的 两 个 元 素 不 可 以 
这 杆 作 。 如 果 C 在 王 上 的 作用 只 有 一 个 轨道 ， 则 称 CG 在 卫 上 是 传 
衣 的 。 显 然 ， 如 果 将 G 看 成 它 在 某 一 个 G- 轨 道上 的 作 用 ， 则 GG 
显然 是 传递 的 。 

例 2.2.1 设 G 是 群 ， 取 三 = G。 如 下 作 上 映射 ， 

PP; G>S(G),，P(9)a = 二 ga( 对 每 个 9，4 和气 G)。 也 就 
是 说 ， 对 于 9EEG，P(9) 是 集合 G 上 如 下 的 置换 ， 它 将 G 的 
每 个 元 素 4 变 成 ga( 由 群 G 上 的 消去 律 可 知 5(9) 是 G 上 的 置 
换 )， 由 于 

(P(g9)P(g’))a=P(9) P(g’)a)= Pp(9)(g’a) 

—gg’a= P(gg’)a, 
从 而 P(9)P(lg )= P(gg9’)， 节 PP :G->S(G ) 是 群 的 同 态 , 即 
P 是 群 G 在 集合 G 上 的 一 个 置换 表示 , 这 叫 作 群 C 的 左 正则 表示 。 
由 于 : 
9g EEKerp ga= a (对 每 个 6G) 车 39=16 

于 是 O 为 单 同 态 ， 即 左 正 则 表示 是 忠实 的 。 

类 位 地 定义 z 

riG—>S(S), tr(9)a=ag,, 

则 (T(I9)r(g9))a= rt (9)(ag9!)=ug’!g" 
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=a(gg’) =rt(gg)a, 
可 知 Y 也 是 一 个 群 同 态 。 表 示 z 叫 作 G 的 右 正则 表示 ， 它 也 是 中 
实 的 。 

作为 正则 表示 的 应 用 ， 有 如 下 定理 。 

定理 2.2.1 “ 凯 莱 (Cayley) 定理 每 个 群 均 同 构 于 某 个 置 
换 群 。 

证 明 由 于 正则 表示 P (或 者 + ):， G 一 SCG) 是 忠实 的 ， 
根据 同 态 基本 定理 ，G 同 构 于 P(G)， 因 为 P(G) 是 集合 G 上 
对 称 群 SCG ) 的 子 群 ， 从 而 PC(G ) 是 集合 G 上 的 置换 群 。 证 毕 。 

这 个 定理 充分 显示 出 置换 群 可 以 作为 样板 群 ,但 是 一 般 来 讲 ， 
集合 C 太 大 。 我 们 希望 能 给 出 群 G 在 较 小 集合 瑟 上 的 置换 表 示 ， 
因为 n =|S| 愈 小 ，S (2 )=5, 的 子 群 愈 容易 研究 。 

例 2.2.2 设 闪 委 CG， 取 了 = {ta 右 |a EG}， 即 上 是 G 对 于 
玉 的 全 部 陪 集 a 构成 的 集合 。 定 义 

pu: GS(B), Pu 9)(aH)= 90H 
即 对 每 个 9G，Pa( 9 ) 把 陪 集 ca 好 变 成 ga 及。 这 是 集合 人 上 
的 置换 ， 并 且 Psu 是 群 的 同 态 ， 从 而 Pa 给 出 G 的 一 个 置换 表 示 ， 
叫 作 群 G 对 于 子 群 瑟 的 左 诱导 表示 。 由 于 : 
9 Epn€>gafl =af( 对 每 个 EG ) 和 对 >a1ga 息 万 (对 每 个 


4 息 G) 和 人 9G 0 万 ao1( 对 每 个 ao 全 G ) 和 9gG 人 aHa*!， 从 而 
0 EC 


Ker pa= 和 aHai( 即 入 的 所 有 共 红 子 群 之 交 )。 
GEG 

类 似 可 定义 G 对 于 子 群 电 的 右 诱导 表示, 了 = {Hoala EG)}， 
tH: G—>S(B), tA( 9)(Ha)=Hag ，KerTta 也是 万 的 所 有 共 
纯 子 群 之 交 。 

例 2.2.3 设 4 是 群 C 的 任意 子 集 ， 取 卫 = {aAa|a EG)} 
( 即 4 的 全 部 共 轿 子 集 )。 定 义 

TG>S(E), r(9)(ada )=gaAa''g =(ga) A(ga)”,, 
这 征 一 个 鼻 换 表示 ， 凯 作 群 C 对 于 子 集 4 的 共 锯 表 示 。 由 于 
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9 EKern CD90Aa g 一 aa "(对 每 个 4 EG)< 和 > 
gENc(aAa !')=aNc( A )a" (对 每 个 4 忆 G) 
从 而 Kerr= [】 aNol A4)a!， 即 为 正规 化 子 群 Nol 4) 的 所 
a EG 

有 共 罗 子 群 之 交 。 

设 群 G 作用 于 集合 蕊 之 上 上 ， 则 对 每 个 元 素 4 ES. Co= (9 
EGlga= a}} 是 G 的 一 个 子 群 ， 叫 作 元 如 4 的 固定 子 群 。 

练习 2.2.1 设 4，bES, ga=b(9EG),， 则 G,.=g" 
xsg， 换 名 话说 ， 同 轨道 中 元 素 的 固定 子 群 彼此 共 秘 。 

定理 2.2.2 (轨道 公式 ) ” 设 有 限 群 G 作 用 于 集合 SS 上 ，& 所 
>， 则 1G|=}Ga:IC a 1 

证 明 作 G 对 子 群 0 的 陪 集 分 解 

G =9G) goGaj gs, f=[G :Go)。 
令 ga=ai( 1 所 i 人 nn)， 对 于 每 个 9EG， 则 有 了 唯 一 的 i(1 志 
i 人 1 ) 使 得 9 和 giGes 令 9=9 EC， 则 9a= (9 a = 
9:9 二 4d:。 但 是 
d=a) 9,0 = 0907979:0 = 9j'9;4= 160= 0 
IGECG I 9 =90 i = 7 

从 而 a,，…，Q, 两 两 相 蜡 ， 于 是 [49D 二 19/，4;，…，4w 是 1 元 
集合 ， 即 l(a j= nn 二 [G :G0 二 |G1/Gel。 证 毕 。 

系 2.2.1 设 有 限 群 G 作 用 在 有 限 集 上 上 是 传递 的 ， 则 对 于 
每 个 EC 外 了 ，1Gj = 2|。 

注意 (1 ) 当 G 是 无 限 群 时 ， 如 果 [(G :GJ 有 限 ， 则 Ca 23= 
《GG:Goj 世 是 正确 的 。 证 有 明 同 上 。 

(2) 利用 例 2.2.3 的 共 斩 表 示 和 定理 2.2.2, 又 得 到 第 一 章 所 
证 的 ; 设 4 为 群 G 的 子 集 , 则 有 4 的 共 f 子 集 个 数 =[G :Ne A))。 

练习 2.2.2 设 妖 G 在 集合 瑟 上 的 作用 是 传递 的 ，N <G，, 则 
上 5 在 群 入 的 作用 下 每 个 NN- 轨 道 都 包含 同样 多 的 元 素 。 

”练习 2.2.3 设 有 限 群 G 作 用 在 有 限 集 合 三 上 上， 以 上 表示 之 

的 G- 轨 道 个 数 ， 对 于 每 个 9EEG， 以 /9) 表示 在 9 作用 下 


4d1 
的 不 动 元 素 个 数 ， 即 1( 9 ) 等 于 {a 巨 53iga= a}) 的 势 数 。 求 证 
>》 f(g9)~ {1G1, 换 名 话说 ，G 的 每 个 元 素 “ 平 均 ”将 革 中 


gEeG 
t 个 元 缘 保 持 不 动 。 

例 2.2.4 正 1 边 形 的 对 称 群 (n> 8 ). 
设 正 % 边 形 的 项 点 依次 为 1，2 ，…，7% (如 
图 2-1 所 示 )。, 通 过 平面 上 网 民运 动 种 反 转 将 下 
n 边 形变 成 自身 的 每 个 运动 叫 作 是 该 正 + 边 形 
的 一 个 对 称 。 全 体 这 种 对 称 自 然 形成 一 个 群 ， 
叫 作 正 nn 边 形 的 对 称 群 , 表示 成 D,。 我 们 来 决 | 
定 这 个 群 。 图 2-1 

D, 中 的 元 队 显 然 是 正 % 边 形 7 个 顶点 的 一 个 置换 ， 并 且 它 
由 这 个 置换 所 完全 决定 ， 所 以 我 们 可 以 把 DD, 首 成 是 nn 个 顶点 
{1，2，…，#}) 上 的 置换 群 。 首 先 ， 犁 正 # 边 形 中 心 0 反 时 和 针 
旋 它 看 成 顶点 置换 则 为 5 = 
(123… 7n )， 这 是 2 阶 元 素 。 由 于 a(1)=i+1(06 委 1 < 雯 4 
一 1)， 所 以 内在 (1，2，…， 8 ) 上 的 作用 是 传递 的 。 其 次 ， 
将 顶点 1 固定 的 对 称 一 共有 两 个 ， 除 本质 等 置换 之 外 还 有 将 项 扎 
1 不 动 的 反射 : 


(2n) (3n— 1)…(- -一 + 2 )， 如 果 2]n 
" nn 二 3 


(2n) (3n— 1)-- (了 二 ) 如 果 2 十 


从 而 顶点 1 的 固定 子 群 是 2 阶 的 。 根 据 轨 道 公式 便 知 |D|=2n 
(〔( 系 2.2.1)。 注 意 z 是 2 阶 元 素 ， 并 且 容 易 验 证 ori(0 委 ;去 
n 一 1，0 世 7j 世 1) 是 2n 个 不 同 的 对 称 ， 从 而 它们 给 出 群 D， 
的 全 部 元 素 。 这 个 群 的 运算 法 则 由 o"=1, T=1 和 ro=0"T 
所 完全 决定 。 z 

最 后 用 群 在 集合 中 的 作用 解决 一 些 辞 论 问题 ， 
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引 理 2.2.1 设 G 是 22 阶 群 ，2 了 oa， 则 G 必 有 指数 为 2 的 
正规 子 群 。 

证 明 考虑 G 的 左 正则 表示 1 :G 一 SC(G)=S,,s， 由 于 P 是 
忠实 表示 ， 因 此 G 对 P(G)， 于 是 只 需 对 置换 群 p(G) 证 明 引 
理 即 可 。 注 意 群 G 中 必 有 2 阶 元 素 9 (证 明 ; 将 G 中 每 个 元 素 a 
和 a” 放 在 一 组 ， 如 果 a 天 1， 即 4 大 a”， 则 组 ia ，a™…} 包 含 两 
个 元 素 ， 但 是 17!== 1， 从 而 组 11 ，1} 只 含 一 个 元 素 。 由 于 C 
有 偶数 个 元 素 ， 从 而 至 少 还 有 一 组 19 ，9 也 只 含 一 个 元 素 , 即 
9 的 阶 为 2)。 由 于 9 和 =1，9g 关 1， 从 而 D(9)a 关 0， 
(9) 一 4 《对 每 个 aEG), 因 此 置换 P(9 ) 是 一 些 对 换 (a 
PpP(9)a) 之 积 。 由 于 CG 共 有 22 个 元 素 ， 从 而 2(9) 是 个 对 
换 之 积 。 由 假设 ?为 奇数 ， 从 而 C(9 ) 为 奇 置换 。 总 之 ， 已 证 
明了 解 6(G) 中 包含 奇 置换 ， 从 而 PC(G ) 中 共有 一 半 是 偶 置换 ， 
它们 构成 P(CG) 的 指数 为 2 的 子 群 ， 而 指数 为 2 的 子 群 必 是 正 
规 的 。 证 毕 。 

由 此 得 到 下 面 的 重要 定理 。 

定理 2.2.3 设 G 为 有 限 群 ， i Gl= 2 (mod 

<- )， 则 局 不 是 单 群 。 

引 理 2.2.2 设 G 为 有 限 群 ，P 了 是 1G| 的 最 小 素 因 子 ， 如果 
NG, (GINJ= pp， 则 N44G。 

证 明 考虑 GG 对 于 子 群 入 的 请 与 表示 1 


Pus GS KerPpa= 们 oiNa<N. 
0 EC 


从 而 一 1 名 | 除 尽 1G1/IKerpd， 由 于 2 各 =|Sd 而 G/Kerps 


同 构 于 S$, 的 一 个 子 群 ， 从 而 pP* 除 不 尽 |G/Kerpsl。 另 一 方面 
1IG /KerPu| 没有 比 了 大 的 素 因 子 ， 由 对 的 假设 可 知 它 也 没有 
比 小 的 素 因 子 ， 从 而 1G\Kerpa|= p， 但 是 CG :N]= bp, 并 且 


Ker pa<N， 从 而 [| a'Na=KerPu=N, 即 oNa=N( 对 
0EG ， 


《3 


每 个 代 G )， 于 是 N 已 G。 证 毕 。 

练习 2.2.4 设 记 为 素数 ，G 为 P” 阶 群 (1 之 1), 求 证 G 的 
非 正规 子 群 的 个 数 是 了 的 售 数 。 (提示 ; 设 宇和 是 C 的 全 部 子 群 组 成 

的 集合 ， 考 虑 G 在 SS 上 的 共 绒 作用。) 

练习 2. 2.5 设 G 是 一 个 单 群 ， 如 果 存 在 G 的 真子 群 瓦 使 得 
[G :HJ 二 4， 则 |1GJ 二 3。 (提示 : 令 n=[G: 及 ]， 考虑 G 对 
于 人 太 的 诱导 表示 P=Pa: G39, P(9)al=gall, Kerp = 
人 aHa! 是 G 的 正规 子 群 ， 并 且 KerP 声 态 。 由 于 态 为 G 的 真子 
群 ， 从 而 KerP 为 G 的 真正 规 子 群 ,但 是 G 为 单 群 , 于 是 KerP = 
(1}， 即 O 为 单 同 态 ， 从 而 G 关 PCG) 委 > 而 2 二 % 人 4。 表 
考查 (2 和 ?< 委 4) 中 子 群 为 单 群 的 阶 均 委 3 ， 即 证 。) 

练习 2.2.6 设 有 限 群 G 的 阶 数 为 2 mi， 人 为 奇数 2 之 1。 如 
果 C@G 含 有 2 阶 元 素 ， 则 CG 有 指数 为 2 的 正规 子 群 (特别 地 ，G 
不 是 单 群 )。 (提示 只 需 证 明 G 有 指数 为 2 的 〈 正 规 ) 子 群 , 因 
为 由 此 利用 定理 1.5.2 转 到 商 群 后 对 # 归纳 即 可 证 得 原 命 题 。 
考虑 G 的 左 正则 表示 D ，GCG-~S，0(9)9'=99， 这 是 患 实 
表示 ， 从 而 只 需 证 P(G) 有 指数 2 的 子 群 。 设 4 为 G 中 2 阶 元 
素 ， 则 P(a) 是 mr 个 轮换 之 积 ， 每 个 轮换 长 为 2， 从 而 P(6) 
是 奇 置换 。 于 是 PC《G) 中 全 体 偶 置 换 即 为 所 求 。) 

练习 2.2.7 设 G 为 无 限 群 ， 如 果 G 有 指数 有 限 的 真子 群 。 求 
证 G 必 有 指数 有 限 的 真正 规 子 群 。 〈 提 示 : 设 互 是 G 的 指数 有 限 
的 真子 群 ，% =[G: 态 ) 之 2。 考 虚 G 在 n 个 隘 集 {9, 人 H，…， 
9 万 } 上 的 左 乘 作用 +: G->5,,， 7(9)gH=gg:H， 则 M = 


1 


Kert = 外 giHg; 人 CCG， 几 于 CA/MSr(CC)， 而 Yr(CCG) 为 


1 = 1 
有 限 群 2, 的 子 群 ， 从 而 [G :MJ=lrGCGi 咱 有限， 并 且 M 委 万 < 
G， 所 以 MM 是 G 的 真子 群 。) 
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$2.3 西 洛 定理 


拉 格 朗 日 定理 是 说 ， 知 有 限 群 G 的 阶 数 是 上 ， 则 CG 的 每 个 子 
群 的 阶 都 是 1 的 因子 。 反 过 来 ， 对 于 7 的 每 个 因子 dq ， CC 未必 有 
qd 阶 子 群 。 例 如 我 们 已 知 60 阶 群 A4: 是 单 群 ， 它 没有 30 阶 子 群 ， 因 
为 这 样 的 子 群 一 定 基 正规 的 。 但 是 下 一 定理 表明 ， 对 于 |G| 的 特 
殊 的 因子 d ，G 必 有 d 阶 子 群 。 在 本 定理 以 及 以 后 许多 结果 的 证 
明 中 ， 将 不 断 使 用 群 在 集合 上 作用 这 一 有 效 工 具 。 

定理 2.3.1 设 p 中 Gl， 其 中 力 为 素数 。 以 N(n) 表示 GG 中 
2 阶 子 群 的 个 数 ， 则 N(P') 三 1 (mod 了 )。 特 别 地 ,如 果 p"|| Gj， 
则 G 至 少 存在 一 个 p" 阶 子 群 。 

证 明 令 |G|=pmn。 以 表示 GG 的 全 部 p" 元 子 集 组 成 的 集 
族 ， 则 | 上 i=C??。。 考 虚 G 在 瑟 上 的 如 下 作用 ; 

p: G—>S(S5) PpP(9)M=Mo"( 对 于 gEG, MEZ). 则 
忆 分 折 成 一 些 轨 道 1 之 并 ; 


5= UT 21= oT Til=[CG:A), 


其 中 4={9EGIMig- MM) 是 轨道 了 中 任 一 元 素 MM， 的 固定 子 
群 。 由 于 Mi4;=M,， 从 而 M, 可 分 拆 成 ， 


Rs 
M ,= U gidi, giyEMi( 1 7 <h), 


7}=1 
|MM,/14;|=p /A;:， 于 是 |A|=Pp'i, ri 和?， 
如 果 7; 之 7， 则 | 二 [G:Aij 一 np"“'i 三 0 (mod pn)。 如 果 
人 一， 则 | 上 | 王 nn 于 是 
Csr=|E|I= DT 2 Ti=# 9) 1 (modpn). 


I2i|l= + 1 了 让 = 7 
现在 计算 > 1( 即 长 为 n 的 轨道 Ti 的 个 数 )。 注 意 ; ITi|= 
{fi= 1 
A= ph =1SM= g 4 于 是 六 阶 子 群 局 ,= 一 01 AL4O07 与 Af, 


《5 


一 9; -4 在 同一 轨道 7 之 中 ， 并 且 若 对 E11,， 刚 XAg= MM,= BB,g,, 于 
是 天 = 已;991， 所 以 轨道 7 中 4 个 元 素 即 是 G 对 于 p' 阶 子 群 B， 
的 7 个 陪 集 。 注 意 这 7 个 陪 集 之 中 除 B; 外 其 余 陪 集 不 包含 1， 
从 而 不 会 是 子 群 ,这 就 表明 ，G 的 每 个 Pp 阶 子 群 均 怡 好 在 一 个 长 
为 4 的 轨道 之 中 。 于 是 2 1 一 NC2)， 从 而 

z (fil= 1 

CrprnN(p’) (mod pn)。 

这 个 同 余 式 对 于 任 沪 满足 定理 条 件 的 G 均 对 。 特 别 取 G 为 pn 阶 
循环 群 ， 则 它 只 有 一 个 p"' 阶 子 群 。 代 入 上 式 即 知 C?p' 寺 nn(mod 
pn), 于 是 四 

2# = CD) (modpz)， 从 而 NGp) 三 1 (mod 了 )。 证 些 。 

定义 2.3.1 设 G 为 pn 阶 和 群 , 其 中 pb 为 素数 ，r 之 1， 
了 人 nn， 则 G 的 每 个 阶 子 群 均 着 作 G 的 西 洛 2 了 -~ 子 群 。 

定理 2.3.2 西 党 定理 设 G 为 有 限 群 ， 

( 1》 对 于 |G| 的 每 个 素 因 子 p，G 均 存在 西 洛 了 - 子 稚 。 

(2 ) G 的 西 洛 ?~- 子 群 彼此 共 思 。 

(3) G 的 西 洛 了 - 子 群 个 匆 三 1 (modp)。 | 

(4) 设 P 是 G 的 一 个 西 洛 思 - 子 群 ， 则 GG 的 西 党 了 - 子 群 个 
煞 为 [C :Noel P )), 

证 明 (1) 和 (3) 由 定理 1 直接 推出 ， 由 (2) 容易 得 
到 (4)， 从 而 只 和 需 证 (2 )。 令 了 是 G 的 所 有 西 洛 了 - 子 群 构成 
的 集合 ， 将 G 共 轿 作用 于 其 上 。 令 八 是 一 个 G-~ 轨 道 ， 取 PE， 
再 将 己 共 斩 作 用 于 人 上 (由 于 G 中 元 的 作用 是 人 上 的 置换 ， 从 而 
已 中 元 也 是 如 此 )， 于 是 公分 拆 成 一 些 尸 -轨道 ， 每 个 也 -轨道 的 
长 度 是 | Pl=p' 的 因子 。 如 有 果 P/ EE 和信 并 且 P' 自身 组 成 一 个 P- 
轨道 ， 即 xP'x! 二 P'( 对 每 个 XEP),， 则 PNe(P’)， 从 而 
PP'G。 但 是 IPP'i=|PiP’'I/IPNP' | 仍 为 2 的 蜗 ， 并 且 P 专 
PP’， 由 于 PP 和 PP ' 均 是 西 党 P- 群 从 而 必然 P= 了 Pf’ =P'。 
这 就 表明 ， 当 PE 八 时 ， 八 中 长 为 1 的 胃 道 只 有 1P), 从 而 1 他 二 
1 (mod 妨 )， 而 己基 44 时， 了 没有 长 为 本 的 轨道 ， 从 而 [LE 坛 9 
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(mod PP )。 但 是 六 两 种 情形 不 可 能 同时 发 生 ， 岂 以 只 能 是 所 有 西 
洛 了 -了 于 群 均 在 I 中 ， 即 上 = 4。 换 名 话说 ，CG 芷 之 上 的 共 力 作 
用 是 传递 的 ， 即 G 的 所 有 西 洛 了 - 子 群 彼此 共 蜀 。 证 毕 。 

系 2.3.1 设 素 数 了 是 |G1l 的 因子 ， 则 群 G 的 每 个 了 方 荞 阶 的 
子 群 B8 均 包含 在 G 的 某 个 西 洛 了 - 子 群 之 中 。 

证 明 仍 以 上 表示 G 的 全 部 西 洛 了 - 群 ， 由 定理 2.3.2 可 知 
[S| 三 1 (mod PP)。 将 B 共 罗 作 用 于 上 上 ， 每 个 BB- 轨 道 的 长 度 
是 |B| 的 因子 ， 从 而 为 了 的 方 蜂 。 由 | 三 1 (mod 了 了) 可 知 必然 
有 长 为 1 的 8B- 轨 道 {PP}。 与 证 明定 理 2.3.2 的 (2 ) 一 样 可 由 此 
推出 BP= P,， 于 是 BP， 即 8 包含 在 西 洛 了 - 子 群 P 之 中 。 
证 毕 。 

系 2.3.2 设 P 是 G 的 西 洛 了 ~ 子 群 ，A 志 G, 并 且 Ne(D) 委 
4, RINe( A)= 4, 

证 明 只 和 需 证 Ne(A) 夺 4。 设 9ENc(A)， 则 g* Ag= 4， 
从 而 g Po 委 914g=4。 由 于 已 委 NWe(P) 委 4 委 G， 从 而 三 为 4 
的 西 洛 已- 子 群 。 由 于 9!1Po< 4 而 |PI= 19Pol， 从 而 91P9 也 是 
4 的 西 洛 了 - 子 群 ,由 定理 2 即 知 存 在 C 拒 4, 使 得 co (9 pg9)a= 
PP， 即 ga 纪 Ne( Pp) 二 4， 于 是 9 妃 4。 证 毕 。 

系 2.3.3 M<G。P 为 M 的 西 洛 了 - 子 群 , 则 G = MNet pb )。 

证 明 ”对 每 个 9EG,g "Pg<g“"Mg=M。 于 是 ， 由 定理 
2.3.2 知 有 名 己 村 使 得 R-'《g Pog)R 二 PP， 即 gkEENo(p)， 从 而 
9 =(gk)R EENc(PP)M 一 MNo( PP)。 证 毕 。 

练习 2.8.1《 凯 芋 ) 若是 1G1 的 素 因 子 。 则 有 限 群 G 必 有 
妨 阶 元 素 。 

练习 2.3.2 奉 2b 是 |G| 的 素 因 子 ， 则 方程 x = 1 在 G 中 的 解 
小 二 0 (modb ), 

现在 我 们 举 几 个 具体 的 例子 。 

-” 例 2.3.1 148 阶 群 不 是 单 群 。 

证 明 取 pP=37|148， 则 N (37) 汪 1(mod37), 从 而 NN (37)= 

p97 1 二 1。 由 于 i143 和 队 群 上 吕 的 全 部 丁 泊 37- 子 焙 形 成 一 个 共 锋 类 , 鼓 
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其 总 数 应 当 是 |G|==148 的 因子 ， 即 N(37)=371 十 11148,， 于 是 
37 114 这 只 能 1 = 二 0， 即 N(37)。 因 此 ，G 只 有 一 个 37 阶 子 群 ， 
从 而 必然 是 正规 子 群 (定理 2.3.2 的 (2 ))， 因 此 G 不 是 单 群 。 

例 2.3.2 56 阶 群 G 不 是 单 群 。 

证 明 与 前 例 一 样 ，N(?)=7# 十 1156， 从 而 7 1 -+ 118， 
于 是 N(7)== 1 或 8。 如 果 N(7)= 1， 则 7 阶 西 治 子 群 是 正规 
的 。 如 果 N(7) 二 8， 令 P,，…，Ps 是 G 的 8 个 不 同 的 7 阶 子 
群 ， 则 任意 两 个 只 有 公共 元 素 1 ， 从 而 合 起 来 共 占 了 6 x 8 十 1 
一 49 个 元 素 ， 余 下 56 一 49= 7 个 元 素 加 上 1c 必 然 形 成 G 的 8 阶 西 
洛 2 - 子 群 ， 从 而 G 的 8 阶 西 洛 子 群 只 有 一 个 。 于 是 为 正规 子 群 ， 
所 以 G 不 是 单 群 。 

练习 2.3.3 200 阶 群 G 不 是 单 群 。 

练习 2.3.4 求证 最 小 的 非 阿 贝尔 群 必 同 构 于 SS。。 

练习 2.3.5 设 G 为 有 限 群 ，N<G，2 了 和 |G/NI 互 素 , 则 NN 
包含 G 的 所 有 西 洛 - 子 群 。 

定理 2.3.3 设 了 和 9 是 两 个 素数 ， 则 pgq 阶 群 G 必 不 是 单 群 。 

证 明 大 少 =q4 ， 已 证 户 阶 群 C 是 阿 贝尔 群 ， 由 定理 2.3.1 
知 它 有 户 阶 子 群 ， 而 阿 贝尔 群 的 子 群 都 是 正规 的 ， 从 而 G 不 是 单 
群 。 如 果 户 到 8 ， 不 妨 设 PP 二 49， 则 N(P)=np 十 119, 而 4 过 
PP， 从 而 只 能 "= 0， 即 G 只 有 一 个 了 了 阶 西 党 子 群 ， 它 是 正规 子 
群 。 于 是 G 也 不 是 单 群 ， 证 毕 。 

定理 2.3.4 设 p 和 9 是 素数 ， 则 p*gq 阶 群 G 不 是 单 群 。 

证 明 车 Pp == 9 ,已 证 过 户 阶 群 G 必 有 非 平 凡 的 中 心 C (GG)， 
于 是 C(G) 必 有 2 了 阶 子 群 Y， 显 然 WV <4G， 从 而 G 不 是 单 群 。 

如 果 记 二 8g， 则 N(P )=np 十 118，4< 二 pp， 于 是 n= 0，。 
从 而 G 有 正规 的 户 阶 西 洛 子 群 ， 于 是 G 不 为 单 群 。 

最 后 设 刀 < 9 , 则 VC9 )=ng 十 11P*?。 如 果 ng 十 1 二 1, 则 G 
有 正规 9 阶 子 群 , 即 不 是 单 群 。 由 于 二 4 ,从 而 ng 十 1 不 能 为 p。 
最 后 奋 N( 9 )=ng 十 1 二 p， 即 G 有 7 个 8 阶 子 群 ， 它们 共 占 
据 了 G 的 p (4 一 14) 十 1 个 元 素 。 余 下 一 1 个 元 素 和 1c 便 组 成 
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G 的 唯一 的 户 阶 西 洛 子 群 P， 于 是 忆 导 G， 所 以 G 也 不 为 单 群 。 
证 毕 。 

证 明 如 下 定理 作为 本 章 的 结束 。 

定理 2.3.5 非 阿 中 尔 单 群 的 最 小 阶 数 是 60， 并 且 60 阶 单 群 
必 同 构 于 AAs。 : 

证 明 ”到 目前 为 止 我 们 已 证 明了 下 列 诸 结果 ， 

p” 《#1 之 2 ，p 为 素数 ) 阶 群 有 非 平凡 的 中 心 ， 从 而 不 是 
单 群 ， 

pq 阶 群 ，p*gq 阶 群 (2 和 9 为 素数 ) 均 不 是 单 群 ， 

2m (mm 为 奇数 ，frt 之 3 ) 阶 群 个 单 ， 

素 阶 循环 群 已 在 定理 2.3.5 考 虑 之 外 ， 故 不 讨论 。 在 59 之 内 
除了 上 述 情形 之 后 只 剩 下 1IG|= 24, 36, 40，48，56。 例 2.3.2 表 明 
56 阶 群 不 单 : 40 阶 群 有 唯一 的 5 阶 西 洛 子 群 ， 从 而 不 单 ; 

设 IG|=48== 3 x16， 则 易 知 G 的 16 阶 西 洛 子 群 的 个 数 为 1 
或 3 (N(16)= 二 27 十 1|13， 所 以 N(16)= 1 或 3), 车 NN(16)= 
1 则 G 不单。 车 NN(16) 二 3， 令 Pl，Ps，P 为 G 的 3 个 16 阶 西 
洛 子 群 ，G 在 (P2， 忆 ，P? 上 的 共 罗 作用 给 出 同 态 2 ，G 一 >a。 
令 N = 二 KerP， 则 NG。 由 于 |G1==48 之 |Ss= 6， 从 而 NN 友 (1}。 
又 由 于 Pl,，P。:，P; 彼此 共 轿 ， 从 而 NG， 于 是 NN 是 G 的 非 平 
凡 正 规 子 群 ， 故 48 阶 群 不 单 。 类 似 地 可 证 36 阶 群 不 单 。 

设 1G1=24==3 x 8, 则 3 阶 西 洛 群 的 个 数 为 1 或 4 。 奉 NN(3) 
二 1, 则 G 不 单 。 著 N(3)==4;, 令 Pl，P，Ps， 让 为 G 的 4 个 3 
阶 西 洛 子 群 。 考 虚 G 在 {P,，P,，Ps。，P, 上 的 共 红 作 用 给 出 同 态 
P; G 一 S$,， 由 于 Pi:( 1 所 i 信 4) 彼此 共 思 ,因此 KerP 王 G。 如 
果 KerP 二 41}， 则 PP 为 单 同 态 。 但 是 [|G|=|34=24， 从 而 G 全 
94。 可 是 4 不 为 单 群 ， 所 以 C 不 单 。 如 果 了 erP 到 41), 则 KerP 
为 G 的 非 平 凡 正 规 子 群 ， 从 而 G 也 不 单 。 

最 后 考虑 1G|= 60。 已 证 过 4 为 单 群 。 现 在 我 们 证 明 60 阶 单 
群 6 必 然 周 构 子 A。 先 证 明 G 有 指数 为 5( 即 12 阶 ) 的 子 群 。 为 
此 ， 令 P 是 G 的 一 个 4 阶 西 洛 子 群 ， 从 而 NC(4)w=[GiNo( 吕 )J. 
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由 G 为 单 群 可 知 [G:Ne( 了 )) = N(4) 夺 1。 丸 由 练习 2.2.5 知 ， 
[GINe( PP) 2,3,4, 从 而 4 所 IlNel( <<15, 由 PNoel PP) 
<G 可 知 ，4 上 Ne( 呈 省 60。 如 时 |Ne( 呈 )j 考 12， 则 必然 JNel PP 
二 4， 于 是 G 有 15 个 4 阶 西 洛 子 群 。 如 果 它 们 两 两 只 有 公共 
元 素 16e， 则 它们 共 占 去 G 的 15: 3 十 1 =46 个 元 素 。 由 于 G 为 单 群 ， 
G 的 5 阶 西 洛 子 群 至 少 有 $6 个， 它们 有 6:4 十 1 = 二 25 个 元 素 。 上 
述 且 有 子 群 的 任意 两 个 均 只 有 公共 元 过 lc， 从 而 总 共有 46 十 25 一 
1 一 68 个 元 未 。 但 是 1G|=60， 这 一 黎 导 表明 必 有 了 两 个 不 同 的 4 
阶 绅 洛 子 群 己 和 已 ， 使 得 书 们 尼 = 开关 11。 由 于 疡 和 性 都 是 
阿 册 尔 群 ， 从 而 <P，P 是 Ce(K) 的 子 群 。 由 于 已 关 忆 ， 从 而 
和 生成 的 群 4 已 ， 广 > 的 阶 大 于 4， 于 是 4 所 |Cc( 天 川 C15， 
并 且 4 iCe(KK) 首 60， 于 是 |Ce(K)|=12。 全 而 十 面 证 明了 C 必 有 
1? 阶 子 群 (或 者 是 Ne(PP) 或 者 是 CelK))。 

现在 设 和 为 G 的 12 阶 子 群 。 将 G 作 用 于 G 对 于 入 的 5 个 陪 集 
上 (作用 是 左 乘 )， 可 得 到 同 态 P :G->S$;。 由 于 P 是 单 同 态 ， 从 
而 G 同 构 于 56 的 一 个 60 阶 〈( 即 指数 为 2 ) 的 子 群 M。 但 是 M 是 >。 
的 非 平 凡 正 规 子 群 ， 从 而 M 必然 为 4s 〈 系 2.1.1)， 从 而 6 必然 同 
构 于 4;。 这 就 完成 了 定理 2.3.5 的 证 明 。 


第 三 章 群 的 结构 


” ”本章 进 一 步 研究 某 些 群 的 结构 。 首 先 在 3 3.1 中 介绍 约束 条 
件 最 少 的 群 一 一 自由 群 以 及 用 定义 关系 刻 划 群 结构 的 方法 ， 寿 
$ 3.2 中 讲述 有 限 生成 阿 贝 尔 群 的 结构 ， 然 后 在 33.3 中 决定 阶 数 
过 15 的 全 部 群 ， 最 后 讲述 宕 零 群 和 可 解 群 的 基本 知识 (§ 3.4)。 


$3.1 目 由 群 和 群 的 表现 


先 研究 什么 是 自由 半 群 。 设 S 为 集合 ，S 中 有 限 个 元 素 xX1，%;， 
…，Xz 连 在 一 起 xix…x*o 叫 作 是 一 个 字 。 字 2 2%o 和 7 yw 相等 ， 
指 得 是 4% = 二 ?rw， 并 且 x;==y; (1T 委 < 委 4)。 以 了 (9) 表示 所 有 
这 样 的 字 〈 包 括 室 字 1 ) 组 成 的 集合 。 在 >"《S) 中 定义 两 个 字 
的 运算 为 ， 
(Xi Xp VI Yn) = KX HY 

并 且 对 每 个 字 ES*(S )， 规 定 1.a=a:1= ca ， 则 这 个 运算 显然 
满足 结合 律 。 从 而 5"《S ) 对 于 上 述 运算 形成 一 个 售 么 半 群 ， 称 
作 是 集合 SS 上 的 自由 含 么 半 群 ， 而 集合 3 叫做 三 《9) 的 基 。 上 月 
由 ”一 字 意 味 着 ，"(S ) 中 除了 含 么 半 群 定义 中 的 要 求 之 外 , 没 
有 任何 其 他 约束 条 件 。 

如 果 将 自由 含 么 半 群 3"(S) 扩大 成 群 ， 每 个 元 聚 xEES 应 
当 有 道 元 素 ， 所 以 给 了 集合 S 之 后 ， 再 考虑 集合 2 = 人 |xE 
S)。 令 

FCS)= {qa ESUS( 1 <i<n)) 

这 里 当 n = 0 时， 规定 0…a 一 1。 天 (9) 中 运算 仍 定义 为 《a 
da) (01…b,) = 二 9.…anb1…b,,， 但 是 约定 44 1 =a''a= 1，14=al 
一 4 (对 每 个 aEF(S))。 例如, (ab)(b"c)==abo"'c=alc=ac， 
(ab) (bq!)==abb''a i!=419"' = 二 qa 二 1 等 等 。 这 时 ，F(S) 中 
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每 个 元 素 光 有 逆 元 素 。 例 如 ca 的 道 元 素 为 G， 而 〈asbric) :一 
c Do” (其 中 必 =aaa，o 一 alolo1 等 等 )， 于 是 FC(S) 对 于 上 
述 运 算 和 约定 形成 群 , 叫做 集合 S 上 的 自由 群 ,S 叫 作 此 自由 群 的 
基 。 显 然 S 是 群 F(S) 光一 个 生成 元 系 。 如 果 S 是 有 限 集 ， 则 
F(S) 叫 作 有 限 生 成 自由 群 特别 当 S={a}) 时 , F(S)= 
《aa 一 (arEZ) 就 是 无 限 循环 群 。 而 当 | S| 汪 2 时 ，F(S) 是 
无 限 非 阿 贝 尔 群 。 

下 面 定理 看 出 自由 群 的 作用 。 

定理 3.1.1 每 个 群 都 是 自由 群 的 商 群 ， 每 个 有 限 生 成 群 都 
是 有 限 生成 自由 群 的 商 群 。 

证 明 设 G 为 群 ， 取 G 的 一 个 生成 元 系 (例如 可 取 允 = 
G )。 定 义 集合 S= {Xa 忆 马 } 并 考 碟 映射 f/f， F(S)>G， 
其 中 下 (Xo)= 二 4a，f (Xa)=a ”"， 然 后 对 于 AESUS ， (1<< 
i 1)， 定 义 f 《41…A,)= 二 f(A1)… f(A,)。 这 个 映射 是 可 以 
定义 的 ， 即 不 依赖 于 五 (S) 中 元 素 的 不 同 表达 方式 。 因 为 这 种 
不 同 表达 方式 是 由 于 播 入 或 消去 XXXz 或 外 aX 造成 的 ， 而 
f (XXs)=aa =1, (XX)= f(Xi)f (XX,)=ala=1, 
进而 ， 犁 知 f 为 群 的 同 态 ， 并 有 旦 是 满 同 态 ， 因 为 对 每 个 生成 元 4 
CES, a=f(X)EImf， 从 而 G =《S)=Imf。 于 是 由 同 态 基 
本 定理 ，G 守 FF(S)/Kerf， 即 G 同 构 于 自由 群 F(S) 的 商 群 。 
如 采 G 是 有 限 生成 群 ， 令 有 限 集 态 是 G 的 一 个 生成 元 系 ， 风 5S = 
‘Xa a 忆 SS} 也 是 有 限 集 ， 从 而 FC(S) 是 有 限 生 成 自由 群 ,证 毕 。 

设 G 同 构 于 目 由 群 矿 (S) 的 商 群 ，f: F(S)/K 守 G，K 
FCS)， 则 G 是 由 f(S)== 允 生成 的 。 进 而 ， 对 于 K 中 每 个 元 
吾 a， 在 G 中 就 有 一 个 等 式 (0 )=1c。 例 如 车 a，bEES，ab 
EK 令 f(o)=4,. f(b)=B， 则 在 G 中 A4B=1。K 中 有 
多 少 元 素 ，G 中 就 相应 有 多少 个 关系 。 如 果 P 忆 是 久 的 一 个 子 集 ， 
并 且 天 是 F(S) 中 包含 己 的 最 小 正规 子 群 〈《 叫 作 和 由 五 生 成 的 下 
规 子 群 )， 则 天 中 每 个 元 素 均 可 由 古 在 玉 (S) 中 的 全 部 共 轿 集合 
的 元 素 运 算出 来 。 反 映 在 群 G 中 ，G 的 所 有 关系 均 可 由 己 中 元 素 
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给 出 的 关系 推导 出 来 。 把 由 也 中 元 素 给 出 的 那些 关系 全 体 叫 作 群 
G 的 定义 关系 集 ， 并 且 群 G 写成 
G=《S|f (a)= 1 (对 每 个 xc 所 万 

这 种 刻 划 群 G 的 方式 叫 作 群 G 的 一 个 表现 。 例 如 令 S={a，b)》， 
KK 是 F(S) 中 由 元 素 a 和 (ab)" 生 成 的 正规 子 群 。 如 果 G 洋 
F(S)/K， 则 G 的 结构 可 以 写成 G 一 <4，BIA'=(4A48) "= 1)》。 

例 3.1.1 G=《SIG》( 名 表示 的 关系 集合 为 空 集 )， 即 是 
以 5S 为 基 的 自由 群 。 因 为 此 时 K=11)}, 而 G 守 F(S){1})= 
F(S), 

例 3.1.2 ZZ, 衬 《a)/《a =F(S)/La”), 其 中 S={a), 从 
而 1 阶 循环 群 的 表现 为 LZ, 一 《a1a = 1 》。 

例 3.1.3 之 3 正 1 边 形 对 称 群 D, 是 24 阶 群 。 如 例 2.2.4 
所 示 ， 它 有 生成 元 系 {0，T})}, 其 中 0==1, T=1， (710)”= 
1。 令 下 是 以 {a， 65) 为 基 的 自由 群 ， 则 有 和 群 的 满 同 态 ; 

f: F—>D,, f(a)=0, f(b)=7, 

由 同 态 基本 定理 可 知 ， 有 同 构 下 /Ker 了 二 D,。 由 于 f(a”)=0”= 
1, f (0)=7=1, f((ba))=(r0)= 1， 从 而 a”，6:，(ba)? 
EKerf。 令 K 是 下 中 由 a ，2 和 (ba) 生成 的 正规 子 群 ， 则 天 去 
Kerf, 

现在 考虑 疝 群 FF/K。 以 4 和 8B 分 别 表示 4 和 6， 在 F/K 中 的 
像 ， 则 ==(BA)*= 1 ， 而 F/K 可 由 {A，B} 生 成 。 由 于 
BA= A"1B"!'==A”1B， 可 知 政 /KK 中 元 素 均 可 表 成 4B'(0 远 i 声 
nn 一 1， 0 了 1)， 从 而 |F/KI 二 2n。 于 是 

IF/K| 
IKer f /Ki 
从 而 |Kerf/K|== 1， 即 KK 一 Ker 了, 因 此 D, 会 FF/K， 即 D,。 有 如 
下 的 表现 -| 


2n=|D,|=|F /Kerf |= on/IKerf /K, 


D,= a, bla” = =(ba)’= 1», , 
例 3.1.4 令 QW 二 《a， bla=1, b=a’, ba= a'Dy, WY 中 
每 元 均 可 写成 46 (0 委 i 委 3，0 委 /和 1)， 从 而 |Qs 委 8 。 现 
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: 0 1 
有 一 个 上 且 体 矩阵 妖 G =《A， 1 >， | ) B= 
-1 0 


和 (i 二 V 一 1), 满足 4:= 1，B*=A:，BA=A3B, 并 
且 可 直接 验证 4B8 (0 之 i 达 3， 0 过 7 之 1) 为 8 个 不 同 的 
和 矩阵， 因此 |G|== 8 。 然 后 可 按 例 3.1.3 中 同样 方法 得 出 CG 全 Qs 
即 Q 为 8 阶 《 非 阿 册 尔 ) 群 。 
定义 3.1.1 设 S 为 集合 ， 表 现 为 
F=《Slba=ab (对 任何 a， bES)》 

的 群 叫 作 以 S 为 基 (或 在 S 上 ) 的 自由 阿 中 泵 群 (除了 交换 性 条 
件 之 外 不 再 有 任何 关系 )。 出 于 元 素 可 交 换 ， 所 以 下 中 元 素 均 可 
写成 

9 一 G1IQ2.…QGrr (7 之 0 Z 1 天 0 ( 1 委 < 多 )) 
其 中 a/，…，oa, 是 S 中 不 同 元 素 ， 并 且 若 # 不 考虑 前 后 次 序 ， 9 的 
这 个 表达 方式 是 唯一 的 。 

可 以 像 定 理 3.1.1 那样 证 明 ， 每 个 (有限 生成 ) 阿 贝 尔 群 均 
是 (有 限 生 成 ) 自由 阿 贝 尔 群 的 商 群 ,为 了 进一步 看 清 有 限 生 成 自 
由 阿 贝 尔 群 的 结构 和 第 四 章 的 需要 ， 现 在 引进 群 的 十 积 和 半 和 下 积 
的 概念 。 

定义 3.1.2 设 C;，…，GQ* 是 群 ， 在 集合 的 积 

G=GIX.… XG,= {9 G9EGA1lEIiSn)) 

中 定义 运算 ， 

(9，…，9gn)(091，…，9gn) 一 (9191，…，929r)， 
易 证 C@ 对 此 运算 形成 群 ， 叫 作 群 G1，…，G; 的 直 积 。 其 中 公元 
素 为 (lc， 和 Tc ) 元 素 (91;…，9s) 的 道 为 (91，…，9m)。 

设 G 和 六 是 群 , 则 G x1={(9,，1)J9EG} 和 1 xK= 
‘(1, AS 人 是 和 xx 到 的 两 个 子 群 ， 关 且 CX1 宕 C，1xX 
KK CGI 中 元 考 和 1 xK 中 元 素 是 可 以 交换 和 的,G XK=(G 
x 10(1 5) (Gx1) 站 (1x 天 )=(11)。 反 之 有 如 下 引 理 。 
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引 理 3.1.1 设 记 ，K 寺 G, HMNK={1},，G 一 HAK，,， 并 
旦 对 每 个 hEH,， hkEK, hk=kh,， 则 G 守 xKK。 

证 明 由 C = 及 K 和 万 中 元 迪 与 XK 中 元 素 的 交换 性 ， 可 知 G 
中 每 个 元 素 均 可 表 成 g =fk, hEH, khEK。 再 由 HN 人 NK={1} 
可 知 9 的 这 个 表达 式 是 唯一 的 。 因 为 车 又 有 9 二 hk',h /EH,R’ 
CK， 则 hkR==hR’ ,于 是 (hh)"ih=R’'R"EHINK={1}， 从 
而 hh = 一 h*，k 一 R  。 于 是 我 们 可 以 定义 

ff: GHXxK, hek> (h, k) 
由 上 述 可 知 这 是 一 一 对 应 ， 并 且 z 

f (RR)Ch’R’))= f Chh’ kke’ )= (hh’, kk’) 
=(h, k)(h’, k’) 
= f (hk)f (h’R’) 

从 而 f 为 同 构 ， 即 G 守 及 xK。 证 毕 。 

练习 3.1.1 设 G,，G;,，Gs 为 群 ， 则 

(a) GxG,G,xG, 

(b) (GxG;,) xGEG XG, xG, TG, xG, XG 

练习 3.1.2 设 C 必 1 委 i < 委 2) 为 群 ， 则 

(a) CGIX XG)= CG) XX CG;) 

(b ) CUx…XxC。 是 阿 贝 尔 群生 >CKC1I 委 1 和 2) 均 为 阿 
贝尔 群 。 
练习 3.1.3 设 NG; (01 委 ! 委 2 )， 则 
(a) Nx XN,<G XxX XG / | 
(b) NX XN<AG XxXGAINAG (1CIiCrn) 
(c ) 当 N, XXN,<IG XxX… XG 时 ， 则 
(G1 Xr XG /NX XN EGA/N) Xx (G/N,)。 
练习 3.1.4 以 C "表示 非 零 复 数 乘法 群 ,|Rz 为 正 实 数 乘 法 
IR 为 实数 加 法 群 ,. 则 C* 守 |Rz x (IR/27|R)。 
练习 3.1.5 设 mn，… ,4 为 自然 数 ， 则 
(a) Ln X ZZ (mh, 1,)= 1) 


wb ib 


(b ) 如 果 机 ，…， 包 两 两 互 素 ， 则 Zo x … X 2 s Zr 


并 


多- 
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定义 8.1.3 信 ” 设 态 和 KK 是 群 ， 而 且 对 每 个 元 素 h 忆 全 , 有 KK 
的 一 个 自 同 构 名 一 尺 ， 记 hh(k& ) = 二 各 ， 使 得 对 任何 hh，h, 匡 
肛 ， 有 

(RD 一 六 2 
在 集合 的 积 玉 x 上 定义 运算 ， 
(h,, Rk,)(h,, Rk,)= (hh,, R12 R,), 
不 难 验 证 电 x 氏 对 此 运算 形成 群 ， 叫 作 玉 入 的 半 直 积 ， 用 万 
天 表示 。 其 中 么 元 素 为 (1，1)， 元 素 (h，k ) 的 逆 为 (fh,， 
(RD)j )。 

引 理 3.1.2 设 万 和 天 是 群 ，CG 是 互 和 开 的 半 直 积 ， 即 Ce > 
HXAK, 则 HH.={(h, 1)EGIAERH} 和 Ki=( 人 人 1，R)IGGI 
&E 开 ) 是 G 的 子 群 ， 而 且 万 ,全 万 ， 并 宇多， 天 是 G 的 正规 子 
群 和 叫 , 有 人 ;= 人 01，1))》，G 一 六 人，。 

证 明 易 见 HH 全 DH,，K ,人 冠 K 和 HH NK 二 {(1，1))。 由 于 
(hh，1)(1，k)=(h，k& )， 于 是 G = 了 刁 ,KK,。 由 于 

(Ch, 1)1(1, pk)(h, 1)=(1, &), 
因此 KK, 是 G 的 正规 子 群 。 

定理 3.1.2 设 太 和 KK 是 群 G 的 两 个 子 群 ， 当 且 仅 当 满足 
面 的 条 件 时 G = 和 XK，。 

(1) KK 是 G 的 正规 子 群 ; 

(2) KMNH=1; 

(3) G=H-:K., 

证 明 ， 只 需 证 明 充 分 性 。 

由 于 天 站 万 = 1，G= 刁 :KK 和 KK 是 正规 的 ， 则 人 GG 的 每 个 元 

z 9 =hk, 

其 中 及 全 厅 ， 和 各 蕊 KK。 有 映射 ，k 一 有 rihh 给 出 子 群 发 的 一 个 自 同 
构 ， 记 AAA 一 R 。 容 易 验 证 


EE ps 


从 在 有 些 书 中 定义 时 ， 如 与 KK 的 顺序 与 本 书 相 反 。 
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对 于 G 的 两 个 元 素 的 积 表示 ， 
91=hk,, 9,=h,k,, 
计算 
91'09s—=hR hoR, =—h hh Rh,)R,=—hh,.hkt2h,, 
因此 G = 这 K， 

下 面 定理 是 判别 一 个 群 为 某 些 子 群 直 积 的 方法 。 以 后 将 = 
cix… XG 中 元 素 (91，1 ，…，1) 等 同 于 G, 中 元 素 g,， 由 此 
将 C 看 成 是 G 的 (正规 ) 子 群 。 类 似 地 ，G,，…，G, 也 自然 地 看 成 
是 G 的 正规) 子 群 ， 从 而 G 中 每 个 元 素 瞧 一 地 表示 成 9 =gi*… 


Un (giEG;), 
定理 3.1.3 设 Gl，…，Gs,<G，7 实 2 ， 则 以 下 三 条 件 号 
彼此 等 价 的 。 


(1) G=G, XxX. XG, 

(2 ) G 中 每 个 元 素 可 以 唯一 表示 成 9 =gi'*gs(9j; 乌 Gi) 

(3) G=G…Gs， 并 且 对 每 个 m%m (1 之 mn )，(G1Gy… 
Gi) {GO= {1}, 

证 明 (1) 沪 (2)， 如 本 定理 前 面 的 约定 ，G 中 元 素 (gl 
…， 9g) 叭 一 地 写成 | 

(9g，…，9n) 一 (9，1，…， 1)%(1, 1, ', 1, 9,) 

一 go 

(2) 沪 (3); 设 g9G(G 和 GD 站 ic ， 则 有 9EC 1 扫 :; 
世 m)， 使 得 9 一 9 一 gg 于 是 荆 一 9 gm-i9al1lc ， le。 
由 《2) 中 唯一 性 假设 可 知 ga1=1， 从 而 9=gm= 二 1， 于 是 
(GGm) NGn= {1}(2 mn ), 

(3) 沪 (C1); 令 Jm=GG。 由 GdG (1<<i<n) 人 可 
知 V -<GC ,现在 对 mm 归纳 证 明 / Gl Xx'… XG (2 声 n 才 7), 当 
m 一 2 时 ， 出 引 理 3.1.1 可 知 / ,=G) XG,o 现在 设 /| 二 GLX 
x Co 则 J wl， Gm<Jn，Jm 王 VmiGm， 并 且 由 《3 ) 中 假设 ， 
/mi 人 G (1}。 于 是 又 由 引 理 3,1,1 且 知 !， Vn=/ no XGn=G 
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Xx…Xxa， 特别 地 对 于 m=4， 即 得 G=7=GX…XxG。 
证 毕 。 

现在 回避 有 限 生成 自由 阿 贝 尔 群 @。 设 它 的 基 为 S={(a… 
4.}， 则 GG 中 每 个 元 素 唯一 表示 成 9 ==atl'*…*a?r(ANEZ(l1 志 i 二 
7 ) )。 由 于 阿 贝 尔 群 G 的 子 群 Ci = 《a;》 均 是 正规 的 ， 从 而 由 定理 
3.1.2 的 《2 ) 即 知 C =Cx…XGr。 但 是 C,= 《>》 是 无 限 循环 
群 ， 从 而 C 同 构 于 r 个 有 限 循 环 群 的 直 积 。 

对 于 每 个 群 G, 今后 把 ?个 群 G 的 直 积 写成 C, 而 Gs= {9"|9 
EGG):。 当 CG 为 阿 贝 尔 群 时 ，G, 是 G 的 子 群 。 现 在 设 G 是 有 限 生 
成 月 由 阿 只 尔 群 ， 则 G = x … x 《aw) 室 2Z'"， 其 中 《a)) 均 是 元 
限 循 环 群 ， 于 是 对 每 个 # 之 2 ，G,= (at xX-…X 《a7)), 和 G /Gs 衬 
(a7/ at)) Xx (laf Lar) ELsX x Lo Zs, |G/Gr= 
Zs=|2Z, 二 w， 于 是 数 7 一 log|G /Gsl/logn 是 上 出 群 G 本 身 所 唯一 
决定 的 。 换 名 话说， 如 果 GC 全 2 ， 并 且 C 全 和 ， 则 必然 7 = 8。 
所 以 ， 有 限 生 成 自由 阿 贝 尔 群 本 质 上 是 2 (7 =1，2，3，…h 
并 县 它们 彼此 互 不 同 构 。 

如 果 G 会 :<2 ， 则 7 叫 作 有 有限 生成 自由 阿 贝 尔 群 G 的 秩 ， 表 示 
成 rankG。 综 合 上 述 ,; 证 明了 下 面 的 结构 定理 。 

定理 3.1.4 有 限 生 成 自由 阿 贝尔 群 G 同 构 于 有 限 个 无 限 循 
环 群 的 让 积 ，GC 人 Li 7Yr = 二 rankG 空 1,。 并且 两 个 这 样 的 群 @ 和 G/ 
同 构 对 他 rankG 一 rankG” 

系 3.1.1 设 S$ 和 3 是 有 限 生 成 自由 阿 贝 尔 群 G 的 两 组 基 ， 
则 | S1=|S。 

上 面 给 出 了 有 限 生 成 自由 阿 贝 尔 群 的 结构 (或 叫 分 类)， 下 
一 节 将 要 给 出 任意 有 限 生成 阿 贝 尔 群 的 结构 (分 类 )。 


$3.2 有 限 生 成 阿 贝 尔 群 结构 


在 本 节 中 ， 像 通常 所 作 的 那样 ， 把 阿 贝 尔 群 4 中 运算 写成 加 
法 形式 ， 从 而 各 元素 为 0， 元 隶 4 的 道 古 一 4，1# 个 0 运算 为 
4 二 +4 十 … 十 4 = 二 na( 不 是 a)， 从 而 有 限 阶 元 素 4 的 阶 为 满足 
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?0 一 0 的 最 小 正 整 数 ( 对 于 无 限 阶 元 素 4 ， 满 足 xa= 0 的 正 整数 
7 不 存在 )。nA= (nalcE 4}， 直 积 则 改 叫 作 直 和 ， 并 且 写 成 
ABA’。+n 个 4 的 直 和 仍 表 成 全。 

下 一 个 定理 是 研究 有 限 生 成 阿 贝 尔 群 结构 最 基本 的 定理 。 

定理 3.2.1 有 限 生 成 自由 阿 贝 尔 群 F 的 每 个 子 群 G(G ~ 
{0}) 仍 是 有 限 生 成 自由 阿 贝 尔 群 ， 并 且 rankG 寺 rankf 。 更 确 
切 地 说 ， 令 7 二 rank， 则 存在 玉 的 一 组 基 {X;，…，X,),， 一 个 
整数 (1 委 了 > 委 2) 和 一 组 正 整 数 d/,，…，d,, 使 得 dld,l…id,， 
并 且 G 是 以 (dx ，…，drxr) 为 基 的 自由 阿 贝尔 群 。 

证 明 当 ”%*= 1 时 ,由 无 限 循 环 群 的 子 群 特性 可 知 定 理 3.2.1 
成 立 ， 现 在 假设 定理 3.2.1 对 于 秩 小 于 # 的 所 有 自由 阿 幢 尔 群 均 
成 立 。 以 S 表示 集合 

| 一 7 存在 政 的 一 组 基 {y1，…，ys}， | 

Syi 十 Roy 十 … 十 Rsys( 久 EZE) 的 元 素 


注意 {32，yub ya …， 3 中 也 是 所 的 一 组 基 ， 从 而 PES3。 类 似 
地 忆 和 939(3 委 1 委 4)。 由 于 G:#(0)， 从 而 中 有 非 零 整 数 。 
并 且 易 知 若 3，sS ES3， 则 一 Si，SitssE39， 从 而 9 中 有 正 整 
数 。 以 di 表示 S 中 最 小 正 整数 ， 于 是 存在 > =d1y1 十 RY 十 … 十 
RonE GG。 令 Ri=digi+ri( 0 ri<d)， 则 5 一 dy 十 sys 十 浊 
十 gayo) 十 rays 十 …… 十 rayoo 易 知 (Xi 二 Yi 十 q2Yz 十 十 QnYa yy 
…，yon) 也 是 五 的 一 组 基 ， 从 而 mmES42 和 1 和 4)。 由 di 的 
极 小 性 可 知 六 一 0(2 委 1 委 1)， 于 是 z 一 dxiECG。 
令 电 = (ya，…，yo2， 这 是 秩 2 一 1 的 自由 阿 贝 尔 群 ， 现 在 
证 明 G = 《V2 狼 (G 几 日 )= (dx 站 斩 (G 门 H)。 首 完 ， 由 于 {x 
ys， ，Yz) 为 下 的 一 组 基 ， 从 而 人 > 人 (Gf 瑟 )= (0}。 其 次 ， 
对 每 个 元 素 4 == Xj 十 fo 十 十 fyYs 民 G(fEZ)， 令 二 diqi 十 
7 ，0 委 <d, 则 4 一 90 王 六 Xi 十 fy 十 十 fyoEG。 由 的 极 
小 性 所 = 0， 于 是 fy 十 … 十 EG 门 H ,而 4 二 qv 十 (ys 十 
ELV)+(GNH), 综 上 可 知 G=(《dx)@BCGNH), 
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如 果 G 站 态 = {0}， 则 G= 《djx/)， 从 而 定理 成 立 。 如果 
GfiH40}， 则 G 人 是 秩 为 4 一 1 的 自由 阿 贝 尔 群 五 的 子 
群 ， 棋 据 归 纳 假 设 可 知 存在 电 的 一 组 基 4X,，…，Xs)， 正 数 
(fr 一 1 夺 # 一 1)，4d,，…，d,， 使 得 dsldsj…ld,, 并 且 G fH= 
《dxs 放 狼 … 的 ld,x,》;， 于 是 = 《X10 狼 听信 )》，G 一 人 dx 是 
… 中 人 dx。 只 需 再 证 djd:。 令 由 一 gd 十 mr， 0 委 ro<d, 则 1%;， 
Xi 十 9Xs，Xs，。…，% 小 为 下 的 一 组 基 ，?0Xs 十 d1(X1 十 gq%2) 二 dX 十 
dxEG， 从 而 pnES。 由 的 最 小 性 知 m = 一 0， 即 dild。 证 
毕 。 

练习 3.2.1 阿 贝 尔 群 严 的 子 集 坏 叫 作 线性 无 关 的 是 指 ， 乔 
11Xi 十 … 十 712 一 0， 其 中 心算 和 ，xXi，…，，% 是 和 中 不 同 的 元 
素 ， 则 ,二 … 二 ,= 二 0 。 求 证 ， 

(a ) 天 是 线性 无 关 的 所 > 子 群 4X) 中 每 个 非 零 元 素 均 可 唯 
一 写成 fxXi 十 … 士 8M， 其 中 入 生 民 ， 和 下头 0， 而 Xi …，2%r 为 
天 中 不 同 元 素 。 

(b ) 设 下 是 有 限 生 成 自由 阿 员 尔 群 ，rank 了 f= 二 nn， 则 下 中 
n 元 线性 无 关于 集 不 一 定 是 已 的 一 组 基 ， 下 的 生成 元 系 也 不 一 定 
包公 环 的 一 组 基 。 但 是 rankf 等 于 下 中 线性 无 关子 集 元 素 个 数 
的 最 大 值 。 

练习 3.2.2 (a ) 证 明 有 理 数 加 法 群 Q 不 是 自由 阿 贝 尔 群 ， 
也 不 是 有 限 生成 的 。 

(b ) 证 明 非 零 有 理 数 乘法 群 Q "是 以 全 部 素数 为 基 的 自由 阿 
贝尔 群 。 

练习 3.2.3 有 限 生 成 阿 贝尔 群 4 是 目 由 的 所 之 4 中 每 个 非 
零 放 素 都 是 无 限 阶 的 。 

定理 3.2.2 每 个 有 限 生成 阿 贝尔 群 4 均 同 构 于 Zr@ZQ 个 
“PLn, 其 中 +r，1 守 0，1 过 m 革 … 夺 ms, 并 县 mlms]… [mm 

证 明 不 妨 设 4 10)， 并 且 设 A 是 由 ”个 元 素 生 成 的 ， 则 
4 同 构 于 秩 为 # 的 自由 阿 贝 尔 群 忆 的 商 群 A4 守 FF/K。 如 果 K = 
{0}， 则 4 兰 已 ， 比 为 定理 中 7 = 有，+ = 二 0 的 情形 。 如 果 玉 的 
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于 群 K 天 10)， 则 由 定理 3.2.1 可 知 存在 *,，…，Xx, 亿 下， 正 整 
数 di，…，d 必 1 二 5s 志 %n)，dildsl…Id:,， 使 得 下 = 《x1》 守 … 人 名 
《X22 ， 太 二 《dX%10) 狼 … 的 《dsx%o)， 其 中 令 dw 二 …= 二 ds 二 0。 从 而 
GF/KSS(%) /dx PD.… DR /dsXn) ) 
(KX) /dX PBDIAX /dXe) PL", 
注意 《X12/《X1》= 二 10}， 从 而 以 I，…，m; 表示 4d1/，…，ds 中 
不 为 1 的 那些 正 整数 ， 则 G 兰 Z 中 2 四 中 Z。( 其 中 = 
中 一 S )， 并 且 mi|mj…|m。 证 毕 。 
设 4 是 有 限 生 成 阿 贝 尔 群 。 以 4 表示 4 中 有 限 阶 元 素 全 体 。 
如 果 4 和 5 是 4 中 阶 数 分 别 为 ?和 ss 的 元 素 ， 则 a 和 Go 的 阶 
分 别 是 7 和 C7，s jC(r 和 s 的 最 小 公信 数 ) 的 因子 ， 从 而 4 全 
4 的 子 群 ， 叫 作 4 的 扭 子 群 。 
定理 3.2.3 设 4 和 8B 是 有 限 生 成 阿 贝 尔 群 。 
(1) 存在 4 的 有 限 生 成 自由 阿 贝 尔 子 群 4/,， 使 得 4 = A/ 中 
(2) 如 果 A4=4/DA，B=BPB， 其 中 4 和 Bj, 分别 为 
4 和 2 的 有 限 生 成 自由 阿 员 尔 子 群 ， 则 了 人 兰 刀 盾 >rank-41 一 
ratkB,， 并且 4 人 局。 


证 明 (1) 根据 定理 3.2.2 可 知 4 访 ZY'OD7， 其 中 了 =， 
昌 … 虫 人， 1 过 milm|…|m。 不 难看 出 ，Z' 呈 7T 的 扭 子 群 就 是 
TT。 同 构 f 把 4 中 7? 阶 元 素 映 为 7 阶 元 素 ， 从 而 1"(T ) 就 是 4 
的 扭 子 群 441。 令 (2Z')=41， 则 4 衬 Z'， 且 A= AD4 


(2 ) 如 果 A4 信 8B， 则 4B44 人 BIBB。 由 于 44 芒 B， 从 而 

A,( ADA) A (2 中 必 )/ BB,, 于 是 rankAj= 二 rank2jo 肥 

之 ， 阁 rank4/==rankB8:， 则 4 实 B1。 如 果 又 有 44 守 B,， 则 4 = 
A 中 4, 衬 BB,= B。 证 毕 

根据 定理 3.2.3， 每 个 有 限 生成 阿 贝尔 群 4 均 同 构 于 QZ 中 

4， 其 中 7 和 古 由 4 唯一 决定 的 ， 叫 作 4 的 秩 ， 表 示 成 rank4。 当 

4 为 有 限 生成 上 且 由 阿 贝 尔 群 时 ， 人 = (1)， 可 知 这 里 和 狼 的 定义 己 


A, 
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对 由 由 阿 贝尔 群情 形 的 定义 是 一 致 的 。 从 而 定理 3.2.3 的 (2) 
可 简 述 为 设 4 和 如 是 两 个 有 痕 生 成 阿 贝尔 群 , 则 4 从 有 > 
rank A 二 rankB8B， 并 且 4 人 有 ， 于 是 问题 便 化 为 有 限 阿 贝尔 群 4， 
的 分 类 问题 。 

定理 3.2.4 设 44 为 有 限 阿 贝 尔 群 ，4z{10)}， 则 ， 

(1) 存在 mlmsl…lm( t 守 1)， 使 得 A 全 2Z, 扑 … 包 Zw 
且 (mm, 1) 是 由 4 唯一 决定 。 

《2 ) 存在 一 组 正 整数 {Pi，pP22，…，fX*}， 其 中 pi，….， 
Pr 为 《不 必 不 同 的 ) 素数 ，51,，…，5x 为 (不 必 不 同 的 ) 正 整 
数 ， 使 得 4 兰 Z pri 外 … 儿 Zprix， 且 集合 {pi，…，pi*} 是 由 群 4 
唯一 决定 。 

证 明 有 限 阿 贝尔 群 当然 是 有 限 生 成 的 。 由 定理 3.2.2,， A 党 
Z "下 和. 中 … 外 2Zm。 当 ?7 > 09 时， 由 于 2 中 元 素 除 0 之 外 均 为 
无 限 阶 元 素 。 而 有 限 群 4 中 元 素 均 定 有 限 阶 的 ， 于 是 7=0， 即 
4 人 ZL。 引 … 旨 4。。 从 而 得 到 《1 ) 中 的 分 解 式 。 令 m1 二 pil… 
p?!， 其 中 p.，…，pi 是 彼此 不 同 的 素数 ， 而 厂 均 为 正 整 数 ， 则 
ZSI 四 … 申 7。 将 Zw，…，ZLm 也 如 此 作成 一 些 素 数 
符 阶 的 循环 群 的 直 和 ， 于 是 便 得 到 (2 ) 中 的 分 解 式 。 匀 下 只 需 
再 证 满足 定理 条 件 的 {my，…，m)} 和 {Pil，，…，pix*} 的 唯一 性 。 

先 证 {Pii，…，pi*} 的 唯一 性 。 已 知 对 于 每 个 喜 数 了 DP， 有限 
群 G 的 西 洛 刀 - 子 群 是 彼此 共 轿 的 ， 且 GG 中 每 个 阶 为 了 方 睹 的 元 
素 均 在 C 的 某 个 西 洛 沁 - 子 群 之 中 。 当 G 为 有 限 阿 贝尔 群 时 ， 每 
个 子 群 均 只 与 自己 共 罗 ， 从 而 对 1G ii 的 每 个 素 因 子 尹 ，G 只 有 唯 
一 的 一 个 西 洛 了 了- 子 群 G,。， 并 且 G; 就 是 G 中 全 部 了 方才 阶 元 素 
所 构成 的 子 群 。 设 1G|= pi, pr 是 1G | 的 素 因 子 分 解 式 , 则 IC 一 
Pj!。 由 于 Gs, 的 阶 两 两 互 素 ， 不 难看 出 CC 站 cc， 一 《0) 
(2 忒 加 5 )。 因 此 ，Gp…Gp 一 Gp 电 … 旨 Go。 但 是 ，|G ,外 
Gp 二 p21ipi 二 |GI， 从 而 G = 二 Gp 儿 … 旨 Gb， 即 每 个 有 限 
阿 岂 尔 群 是 它 的 所 有 西 洛 子 群 的 直 和 。 对 有 限 阿 贝尔 群 4 证 其 
pit，…，px*} 的 唯一 性 ， 只 需 对 它 的 每 个 西 洛 子 群 4, 证 明 
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(pn,，…， 了 4 的 唯一 性 即 可 。 为 此 ， 设 A 为 有 限 阿 贝尔 p- 群 
(一 个 于 四 作 记 - 群 ， 是 指 群 中 每 个 元 素 的 阶 均 是 素数 请 的 方 拔 ) 
这 时 ， 4 兰 4 后 申 … 和 4 pr。 现 只 需 证 明 (41，…，ar} 的 唯一 性 。 
不 妨 设 1 委 0 委 0 入 …… 委 0， 又 有 4 全 4 p12Z pn ，1 寺 a 


Z 
Oy, 则 pA= pz pi 引申 pL pr 。 于 是 4/p4e|3 二 


L pr 
8 村 pZ, a ) 但 是 pe/ PZ va Z /Pp 4 兰 Z /DZ 全 人 Lp 于 是 


pZ/p'Z 
A/PpASZLs,， 从 而 | A/pAl=p"。 apn ASZo PD Zo, 
得 到 | 4/p4I= p”， 出 此 首先 得 出 7 = 
现在 假设 41=c1s…，0.1 二 00.1， i <co, 则 prr*A 守 px 
ZB BD prZ Zp DDL 同样 有 p"A 守 pp PZ 
DPBP rep EL pw i “vt+1 | :中 pw。 由 于 cv 一 “9 


cr 一 do 均 为 正 整数 ， 从 而 p” Af -Lp tT .但 是 Cox 一 Co 一 人 


中 共有 了 一 了 个 数 ， 于 是 - A 的 


直 和 。 这 就 导致 闻 盾 。 从 而 必然 9 =cGCTI 委 委 7) 由 此 证 明了 
(pil:，…，pi*} 的 唯一 性 。 

最 后 证 明 4，…，?7} 的 瞧 一 性 。 设 p,，…，p 是 | 4|=mi 
op 的 全 部 吉 因 了 于 ， 令 

1 <m= pi prir, 0 之 0401 委 < 委 夺 )。 由 季 和 jz ip 可 
知 0 委 0G7y 魏 0) 委 … 委 0 人 1T 委 ] 和 过) 于是。 的 西 洛 2; 一 子 群 
为 Z pei 不 难看 出 ,4 = Z。 由 … 弗 Z。 的 西 洛 六 一 子 群 4 为 Zn 
Zp DZ pi 0 Roe)。 由 上 一 段 结果 可 
知 91y，…，4as 中 不 为 0 的 那些 已 由 4, 所 唯一 决定 ， 因 此 (a1, 
…，4sy 由 A 所 唯一 决定 。 由 条 件 m 这 1 可 知 1 和 所 有 的 aij 均 
由 4 所 唯一 决定 ， 因 此 {my，…，mz} 由 .4 所 叭 一 决定 ， 这 就 完成 
了 定理 3.2.4 的 证 明 。 

定理 3.2.4 中 的 人，…，p 小 加 作 4 的 不 变 因 于 ，{pi 
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px*} 思 作 4 的 初等 因子 。 对 于 有 限 生 成 呵 贝 尔 群 4，A4, 的 不 变 因 
子 和 初等 因子 也 分 别 叫 作 4 的 不 变 因子 和 初等 因子 ， 综 合 上 述 ， 
完成 了 如 下 有 限 生 成 阿 贝 尔 群 的 结构 定理 。 

定理 3.2.5 两 个 有 限 生 成 阿 员 尔 群 同 构 作坊 它们 有 相同 的 
秩 和 初等 因子 < 人 它们 有 相同 的 秩 和 不 变 因 子 。 特 别 是 ， 两 个 有 
匠 阿 贝尔 群 同 构 拓 祖 它 们 有 相同 的 初等 因子 对 > 它们 有 相同 的 不 
变 因 子 。 

例 3.2.1 1500 阶 有 限 阿 贝尔 群 的 分 类 。 设 4 为 阿 贝尔 群 ， 
141=1500= 4 x 3 x125， 于 是 4 的 西 洛 子 群 的 阶 分 别 为 |4s1= 
4，|4JJ= 3，|4j=125。 从 而 4 的 初等 因子 共有 以 下 六 种 可 
能 ，{(2，2，3，5，5，5)》 (2，2，3，5，25，{2， 
2, 3, 125}, {4, 3, 5, 65, 5}, {4, 3, 5,25}, {4，, 
3 ,125)。 所 以 ，1500 阶 阿 贝 尔 群 共有 六 个 ，L 人 四 人. 中 人 9， 4 由 
LBLPLss, LBZLDL1Iss, LPLIAPDLI, LAPDLDLDLys, 
ZPDZsPZ is, | 

将 初等 因子 (2，2，3，5，5，5) 化 为 不 变 因子 则 为 ， 
1 二 3,， 1 一 2x3x5，m 一 2x5，mi=5， 即 初等 因子 为 
{5 。10，30} 。 于 是 LA 人 0: 中 L 广 Cs 中 2 中 上 :0。 而 另外 五 个 
群 的 不 变 因子 依次 分 别 为 ，{10，150}，{2，750}, {5，5,60)， 
{5。% 3007,， {1500;。 z 

练习 3.2.4 设 4 为 有 限 阿 贝尔 群 ， 则 对 于 |4 | 的 每 个 正 因 子 
d ，4 均 有 da 阶 子 群 和 d 阶 商 群 。 

练习 3.2.5 设 4 为 有 限 生 成 阿 贝尔 群 ， 则 rank4 等 于 4 中 
线性 无 关子 集 元 数 的 最 大 值 。 

练习 3.2.6 求证 当 (7 和，m) 一 1 时 ，Z 个 2。 的 不 变 因 子 
为 人 0 。 而 当 《m，7% ) 之 1 时, Zs 和 2Z;: 的 不 变 因子 为 (m1 )， 


Cm, tJ} 
练习 3.2.7 设 互 是 有 限 阿 贝尔 群 4 的 子 群 ， 则 4 有 子 群 周 
构 于 A/H， 


练习 3.2.8 有 限 阿 贝尔 群 4 若 不 是 循环 群 ， 则 必 存 在 素数 


64 


使 得 4 有 子 群 同 构 于 23。 

练习 3.2.9 求 ZBZsBZss 的 初等 因子 和 不 变 因子 。 

练习 3.2.10 试问 Z,s 申 2Z,: 有 多 少 pr* 阶 子 群 。 

练习 3.2.11 求证 非 零 复数 乘法 群 C “的 每 个 有 限 子 群 都 是 
循环 群 。 


3$3.3 小 阶 群 的 结构 


本 节 将 给 出 阶 数 达 15 的 所 有 和 群 的 结构 , 并 讨论 每 个 群 的 子 群 
格 ， 正 规 子 群 ， 因 子 群 ， 共 轿 类 和 群 的 中 心 。 由 于 阿 中 尔 群 已 由 
前 节 完 全 决定 ， 所 以 主要 考虑 有 限 非 阿 只 尔 群 。 

定理 3.3.1 设 G 是 2p 阶 非 阿 贝尔 群 ， 其 中 了 是 奇 缘 数 ， 则 
G = 二 D。，， 其 中 D，, 是 正 了 边 形 对 称 群 。 

证 明 ”如 前 令 N(p) 表示 G 的 了 阶 西 洛 子 群 的 个 数 ， 则 
N(D)= 一 2， 从 而 Nbp)=1， 即 令 a 为 G 中 心 阶 元 索 ， 则 
《a) 是 G 的 了 阶 正规 子 群 。 又 由 西 党 定理 ，G 中 存在 2 阶 元 素 
b， 显 然 6 儿 la)。 于 是 2p=|Gi 之 lta，6)1>>|(a)l=p， 从 
而 (a ，65)=G。 由 于 《a ) 是 正规 子 群 ， 因 此 bab"'=a {对 某 个 
0 之 1 志 p 一 1), 于 是 a =b?ab-?==ba'b"! 一 (bab"1)'==a ， 所 以 
f=1 (modp), 有 即 1 三 + 1 (modp)。 当 1 三 1 (modp) 时 ,ba= 
ab。 由 于 4 和 65 生成 G， 这 时 G 为 阿 贝 尔 群 。 车 bab”==a ， 则 群 
G 即 为 二 a ，bla?=0= 1 ，ba=a"!0>=D,。 证 毕 。 : 

定理 3.3.2 设 pP 和 9 为 素数 ，p 汪 9， 9 了 一 1， 则 pg 
除 群 G 必 是 循环 群 L pqo 

证 明 类 似 于 定理 3.3.1 的 证 明 ， 可 知 G 中 存在 zz 阶 元 埃 
a ， 并 且 《o 是 G 的 正规 子 群 。 另 一 方面 ，N (94)=i9 十 11P， 
所 以 N(8)=1 或 p。 若 lg 二 i1=N(9)= 了 ， 则 9p 一 1。 与 
假设 矛盾 。 从 而 N(g)=1， 即 G 中 存在 & 阶 元 素 b， 并 且 《5》 
也 是 G 的 正规 子 群 。 显 然 (a > 站 (07>=(11)，G=，D>， 并 
目 pabrlioriE《a > 门 (5>》， 从 而 baolo 一 1， 即 ba=ap。 头 此 6 
为 阿 贝 尔 群 ， Lp X La= 二 Lpa。 证 毕 。 
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下 面具 体 给 出 1 到 15 阶 群 的 结构 。 
3.3.1 若 群 G 的 阶 ':G|= 了 是 素数 ， 则 G 同 构 于 2 阶 第 环 群 
Lpo G 是 单 群 。 G 的 子 群 格 为 z 


Cr 


A 


其 中 Z, 是 只 有 1 个 单位 元 的 平凡 群 。 由 此 可 知 ， 阶 为 2,， 3 ，5， 
7 ，11，13 的 群 的 结构 完全 决定 ， 它 们 都 是 单 群 ， 分 别 周 构 于 
Z,, Zs, Ls, Zi, Lis, Ziso 

3.3.2 已 知 若 P 是 素数 ， 则 户 阶 群 是 阿 贝尔 群 。 由 有 限 
阿 贝 尔 群 的 基本 定理 (网 定理 3.2.2), 可 得 G 守 2Zy 或 者 G 守 
ZXxZ。 于 是 4 阶 群 CG 或 者 同 构 于 /4， 这 时 其 子 群 格 是 


或 者 同 构 于 克 药 因 4 元 群 玉 ,这 时 C 有 3 个 不 同 的 2 阶 子 群 已 :， 
、 妨 :， 它 们 都 同 构 于 4， 因而 其 于 群 格 是 


对 于 阶 为 9 =3 的 群 C， 情 形 与 阶 为 4 =2 的 群 完全 相同 。 这 时 
G 从 或 痢 CG 从 CsXLZao 

3.3.3 ”对 于 22p 阶 阿 贝 尔 群 G， 其 中 p 是 奇 素数 则 有 G 全 
ZaaSLaX Lo， 这 时 子 群 格 为 
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因此 阶 为 6 ，10，14 的 阿 贝尔 群 分 别 同 构 于 群 ,xX Zs，2,X Zs， 
LZ，XZ1。 对 于 2p 阶 非 阿 员 尔 群 G， 其 中 是 奇 素数 ， 其 结构 由 
定理 3,3.1 确定 。 详 细 地 说 ， 有 : 

3.3.3.1 6 阶 非 阿 贝尔 群 G 同 构 于 对 称 群 Ss， 即 G 人 法 S;。 
事实 上 ,，G={a, bla:=bs=1, aba!=b’),S,= {(12), (123) 
(12) 二 (123) 一 1，(12)(123)(12) 一 (123) 作 。9s 是 最 小 的 非 
阿 贝尔 群 。Ss 有 3 个 共 罗 类 ,它们 是 {( 1)}, (12), (13), (23)}， 
4(123), 《321)}。3, 的 中 心 CCS,)={(1)}。5S;, 的 换 位 子 群 Ss = 
[sg 一 4 一 人 人 1) (123) 《321)}。5s 的 正规 子 群 为 {( 1 ))， 
4:，”s。 因 此 >* 只 有 1 个 真正 规 子 群 ， 就 是 由 偶 置 换 全 体 组 成 
的 及， 相应 的 因子 群 为 9/-4s 守 2,。Ss 有 子 群 格 


其 中 Hi= {( 1 )， (12)}, H,= {( l )， (13)}, 万 := 区 1 ) (23)}。 
3.3.3.2 10 阶 韭 阿 员 和 尔 群 G 同 构 于 Ds，Ds: 有 表现 
D:={a, blas=60°= 1, bab!=—ay, 


由 于 同 构 的 群 有 完全 相同 的 结构 。 下 边 对 DD, 进行 讨论 。D; 的 元 
素 及 相应 元 素 的 阶 数 兄 下 表 : 


Ee ee i EE EE nA . Ee 
元 训 | ee 4a az a a pb CD osb G3 G4D 
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通过 计算 ， 不 难得 到 其 共 生 类 是 {e }，{《e ，c4 ，{a?，a)， 
{5 ，a*b，ab，a'b}。 在 求 共 轿 类 时 ， 注 意 共 轿 元 有 相同 阶 这 一 
事实 。Ds 的 中 心 C CD)={e}， 这 由 共 较 类 的 结果 或 者 Ds 的 
定义 关系 均 可 得 到 。 根 据 西 洛 定理 ， 西 洛 5- 子 群 就 是 5 阶 子 群 。 
5 阶 子 群 的 个 数 N( 5 ) 具有 性 质 N 5 ) 二 1 +5&,> 其 中 & 是 非 
负 整 数 ， 而 且 NW(5)I10， 因 此 NV(5)=1， 印 只 有 1 个 5 阶 隆 
群 开 ， 它 是 正规 子 群 。 不 难看 出 ，H={e，4，, 04， 4, a ) 守 
Zs。 西 洛 2- 子 群 是 2 阶 子 群 ，2 阶 子 群 的 个 数 N( 2 )= 1 十 2&， 
其 中 有 是非 负 整数 ， 而 且 1 十 2810， 于 是 R 为 0 或 2。 如 果 有 = 
0， 则 NC(2)= 1， 存 在 2 阶 正规 子 群 。 但 是 ， 每 个 2 阶 元 生成 
的 2 阶 子 群 都 不 是 正规 子 群 。 因 此 ， 只 可 能 有 有 =2,，N(2)= 
5。 这 5 个 2 阶 子 群 显然 分 别 由 5 个 2 阶 元 生成 ， 它 们 是 订 |= 
《by, H,= 《<40), Hs= 《gb》>， 昌 ,二 《4 b>， 肋 ;二 《a 0》。 唯一 的 
正规 子 群 是 互 = 《4 ;>， 没 有 其 它 的 真子 群 。Ds 的 子 群 格 是 


FH/ I 
“2 


Ds 的 中 心 C《D;) 一 4e}。 考 虚 因 子 群 G/ 肪 ， 由 于 |G /Hl= 2， 
G /万 健 2Q 是 阿 贝 尔 群 ， 而 且 万 DCG' 二 [G，G)。 熟 知 G’ <G， 
因此 G = 及， 或 者 G 一 1e}。 但 是 CG 是 非 阿 贝尔 群 ， 因 此 C 三 
{ee }， 于 是 G 的 换 位 子 群 G = 
3.3.3.3 14 阶 非 阿 贝尔 群 G 同 构 于 DD,。D; 有 表现 
D,={a, bla’=0= 1, bab =a}, 
D, 的 元 素 与 相应 元 素 的 阶 数 见 下 表 ， 


元 素 | e ao a a 6 6 bb ab ap as ap asb ab 


mr 


缠 数 | 177777722 2 2: 2 2 2 
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其 共 轿 类 是 {e}，{a, as)，{a’,，as)},，{a’, a’}，{b5，ab 
aYb，a3b，a 和 名 ，ab，asb)。DD; 的 中 心 C CD;) 二 {ee)}。D; 有 7 个 
2 阶 子 群 ， 即 HH,=《6，H,=《ab》,，H;= 《aby》，H,= ab), 
万 = 《oa4》， 万 e= (asp 万 ;= 《as 有 1 个 7 阶 子 群 HH=《a)。 
电 是 DD; 的 正规 子 群 ， 妃 < 站,， 所 以 万 = [D1，D7j==Di。D; 的 
唯一 的 非 平 凡 因 子 群 是 D1/ 万 衬 Z;。D; 的 子 群 格 为 


<> 


3.3.4 二 定理 3 3 2 15 阶 群 只 在 特 下 天 己 
于 和 只 剩 下 阶 数 为 8 阶 和 12 阶 两 种 情形 。 8 阶 阿 贝尔 群 有 
3 种 ; Lg, Ly X Ls Ls X Ls X Zs, Ls 的 子 群 格 为 


8 


N—N—N—N 


| 


车 令 Z,= 二 《4a 》,2,= 二 《6b), 其 中 =6 和 二 1, 则 2Z,x2 的 子 群 格 为 


‘TnXKD= (a) XxX (Bb) 


Ca, SK (5b) 之 2 《%) 
4a) 兰 忆 : 《ob ) > ‘bb ) 2 
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ZX 2sX Zs 的 子 群 格 ， 作 为 练习 ， 请 读者 自己 给 出 。 
12 阶 阿 贝尔 群 有 2 种 ，Z1, 和 L,x2Ze。2Lis 的 子 群 格 为 


若 令 ZXZe=《aG>X(p》， 其 中 a*=0°= 1 ， 则 ,Xx Zs 的 子 群 
略为 


wa X Ds = (qa) Xb) 


易 见 ，Z, XZ。 有 3 个 6 阶 子 群 ， 即 Cab”)>, 《co 《5)， 1 个 4 阶 
子 群 (a ，0”) 衬 太 ,，1 个 3 阶 子 群 (6》 和 3 个 2 阶 子 群 《a》， 
Cab, 《0 >。 8 阶 和 12 阶 非 阿 贝 尔 群 的 讨论 较为 复杂 ， 见 下 面 的 
定理 。 
定理 3.3.3 8 阶 非 阿 贝尔 群 G 只 有 2 个 ， 即 为 D, 和 Qs。D， 
的 表现 是 
D,=a, bla=6=(ba) = 1)», 
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Qs 的 表现 是 
Q,=la, blat= 1, b=—a:, pa 一 0s0》 

证 明 如 果 G 有 8 阶 元 素 ， 则 G 为 储 环 群 。 如 果 中 每 个 非 
单位 元 系 4 《天 1 ) 的 阶 均 为 2， 则 GG 是 阿 贝 尔 群 。 硅 G 为 非 阿 
贝尔 群 ， 则 G 中 必 有 4 阶 元素 &。 由 于 [G: 《43]==2， 从 而 
《a 是 G 的 正规 子 群 。 取 6 任 Cu》， 则 局 由 4 和 5 生成 并 且 VE 
《aa >》。 令 下 =a(00 委 ii 委 3)， 由 于 避 的 阶 委 4， 从 而 天 的 阶 么 
2 。 因 上 此“ 关 1，3， 即 天 一 1 或 者 天 一 

如 果 562== 1 ， 由 于 《a > 为 正规 子 群 , 从 而 bb 一 a(00 委 ;i 私 
3 )。 因 为 ba” 的 阶 等 于 a 的 阶 ， 即 阶 为 4， 从 而 zi =1 或 3。 
如 果 bab"1= 4a ， 则 ba=ab， 从 而 GG 为 阿 员 尔 群 ,所 以 bab"' =a = 
a"!,， 于 是 G=《4a，bla=b*=1, ba=a’ b>=D,。 

如 果 =a*， 则 与 前 同样 有 bab 二 a*， 于 是 G =《a, bla’= 
1 , b=a’:, ba=a!b > =Q,. 

最 后 还 要 证 明 D, 和 Qs 不同 构 。 这 可 以 考查 两 个 群 中 元 聚 的 
阶 。 这 两 个 群 中 8 个 元 素 沟 表 成 CB (0 委 i 二 3，0 二 jj 志 1)， 
但 是 乘法 运算 不 同 ， 不 难 计算 它们 的 阶 分 别 为 ; 


群 Q@8: 


由 于 两 个 群 中 4 阶 元 素 的 个 数 不 同 所 以 D, 和 ,不同 构 。 
证 毕 。 

练习 3.3.1 求证 C(DD)=(1)》，C(CQ)=(1，a)。 

定理 3.3.4 12 二 尔 群 G 有 三 个 ， 即 D,，A, 和 了 = 
‘a, blas= 1, b=a’, ba=a* 0), 

证 明 到 的 个 3 阶 西洲 子 群 二 《Cc >， G 作 用 在 对 子 集 
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P 的 陪 集 上 给 出 诱导 表示 ff :GS(4 =[(G:PPj),K =Kerf 志 
L,， 于 是 KK 二 也 或 者 {1 }。 
如 果 久 二}， 则 并:G 一 954 为 单 同 态 ， 从 而 [S54: f(G)]= 


1 2 。 但 是 S, 的 12 阶 子 群 只 有 4,， 于 是 这 时 G 守 44。 


当 K = P 时 ，P <G， 从 而 G 只 有 唯一 的 3 阶 子 群 已 ， 因 此 
C 只 有 两 个 3 阶 元 素 c 和 c。 由 于 [G:Co(5)J 等 于 c 之 共 轿 元 
个 数 ， 从 而 [G:Celc)]= 1 或 2， ICol(c )|=12 或 6，Cel(c) 
中 必 有 2 阶 元 素 d 。 令 4 =cd=dc， 则 a 是 6 阶 元 素 ， 所 以 《a》 
为 G 的 正规 子 群 。 

取 6 关 《a)， 则 上 大 1, 而 bab"!=a (0 才 i 攻 5)。 由 于 bab”! 
为 6 阶 元 素 ， 所 以 = 1 。 由 于 i 二 1 时 ，ba=ab,， 而 G 为 阿 
册 尔 群 ， 从 而 必然 bab 二 =a"!， 即 ba=a 16。 

再 由 外 E《La ,从 而 如一 a ( 刀 志 了 帮 5), 于 是 a ==0?==ba 汽 " 
= (bab!)’=a.’, 02 一 1] ， 从 而 了 =0 或 3。 

当 j = 二 0 时 ,6 二 1， 从 而 G=(aG，blas=b:= 1，ba= 
aib) = Do,, 

当 7=3 时 ,，G=(a, bla=1, b=a’, ba=a'b) =7, 

现 证 明了 =《<a，bla 二 1，0*=a"，ba=a'6) 是 12 阶 群 。 首 
先 ， 了 中 元 素 均 可 写成 46(0 之 i 碾 5，0 坟 7 达 1),， 从 而 
171 志 12, 其 次 考虑 群 5S x Zi 中 元 素 A=((123), 0 ), B 一 ((12)， 
a )， 其 中 ZZ=《ala=1) 则 A':=1，,，B:=A*，BA= A 18， 直 
接 验 证 4 和 B 生 成 12 阶 群 。 由 此 可 知人 了 是 12 阶 群 。 

最 后 还 需 证 明 已， 和 7 彼此 不 同 构 。 首 先 ，T 中 有 4 阶 
元 巡 b 闻 而 D6 和 4A, 均 没 有 4 阶 元 窗 ， 从 而 7 了 与 0D 或 A 不 同 
构 。 其 次 ，D。 中 有 7 个 二 阶 元 素 ， as,，ab(0 区 i 过 5), 而 4 
中 只 有 3 个 二 阶 元 素 (12) C34), 《13) (24), (14)(23)。 从 而 D, 与 
妇 , 也 不 同 梅 。 证 毕 。 

3.3.5 由 定理 3.3.3 已 知 ，8 阶 非 阿 贝尔 群 是 忆 , 或 Qi 进 
而 有 ; 
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3.3.5.1 DD 的 共 罗 类 为 {1}，{a?}，{a, a’),，{b, ab}， 
(ta0，a 0)， 中 心 CCDUD=(11，9》， 换 位 子 群 DD 二 11，a)。 真 
子 群 的 阶 只 可 能 是 2 或 4， 因 此 已. 的 2 阶 子 群 为 万 ;一 ay》， 
,==《b), Hs= aby, H,= 《a:b >),，Hs 二 《4b>。 由 于 Hi=Dy 
瑞 ,<4G。 正规 子 群 必 包 有 完全 共 轿 类 ， 即 若 含 有 某 个 共 轿 类 中 
的 1 个 元 素 ， 则 必 含 有 此 共 轿 类 中 的 每 一 个 元 素 。 因 此 , H，,, {is 
厢 ,， 卫 ,都 不 是 正规 子 群 。 4 阶 子 群 只 可 能 是 Z, 或 者 KK,， 不 难 
看 出 D, 的 4 阶 子 群 为 He。=《ala*= 1),，{1,= 《a’, blab=ba》 
~K,, H,= (a’, abla'b=aba’ >K,, 由 于 [CD,:Hej=[(D,:H.,)= 
[Du: 寻 站 二 2， 因此 玉 , 守 Ds 英 1<D 英 ;<D,。D, 的 因子 群 
D,/H, 守 D,/H, 衬 D,/ 日 , 守 Z,，D,/D' 之 KK。 综合 上 述 , D, 的 子 
群 格 为 


3.3.5.2 ”Qs 的 共 斩 类 为 11》，(o9y，{(G，a)，{(D，a0)， 
‘ab, GD) ， Co 的 中 心 C(@8)={1 9 a*} 一 《0 >， 换 位 子 群 Qs = 
(Qs, Qe l=C(Q), 2 阶 子 群 只 有 1 个 瓦 ,=(a>。 由 于 Cs 只 


有 1 个 2 阶 元 因此 4 阶 子 群 只 可 能 是 循环 群 故 4 阶 子 群 为 
及 ,二 《a ， 了 已 :=《b， 妇 =(ao， 它 们 都 是 正规 子 群 , 即 有 H; 志 
Q。 (1=2，3，4)。Qs 的 因子 群 是 Q/ 瑟 人 Q/ 有 全 CQV7/ 
La Q/H SEK, Qs, 的 子 群 格 为 
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-个 、 


H; 宇 2 H; 宇 2 万 ,位 2 
1 


{1} 


Qs 的 所 有 真子 群 都 是 正规 的 和 循环 的 。 

3.3.6 由 定理 3.3.4，12 阶 非 阿 员 尔 群 G 有 3 种 ， 

Do=(a, bla:=b= 1,(ba)’:= 1)», 
A=a =(12)(34), b =(123)la =0= 1, (ba):= 1), 
T=la, bla=1, b=a’, ba=a!'b)>. 

3.3.6.1 Ds。 的 共 罗 类 为 {1}，{6，{0*, 6 和，{6b 5°)， 
{a ，ab”，ab’}，{ab，ab*，ab》，Ds 的 中 心 C (D6)= (> 全 Ze 
换 位 子 群 D6 二 <6”) 实 Zs。2 阶 子 群 为 Hi= 《a，, 日 ,= (万 := 
<ab», FH,= (ab*y, FH,= (ab’>, He= lab), 万 ,= 《abs》，;， 它 们 
都 同 构 于 Z:。 3 阶 子 群 只 有 1 个 如 ,= 6) 一 D6。。 4 阶 子 群 有 3 
个 ， 它 们 是 人 ,= 《a,， 0°lab0 ”=0*o) 守 KH = 0, a0. ab = 
0 .bEK,, Hl= C3，ablbsab=ab'》 守 KK,，6 阶 子 群 有 3 个 ， 
它们 是 fs=<《b > 估 <8， Hi,= “a, b*|(b*a)’= 1 > 全 s， H,= 
<b’, ab*|(b*ab’)*= 1 > 人 3。 其 中 C (Ds)=H,, Ds = H.,, Hi,, 
及 ,ss， 厅 1 是 Ds 的 真正 规 子 群 。 相 应 的 因子 群 为 D/C(D,) 守 5S，， 
De/DsSK,, De/HisSDe/HsSD/H ,SZ 进而, HN Hs= 
{11}，D6 守 及, Xx 了 ,s 守 2Z,XSs 个 ZX Ds。 请 读者 自己 画 出 D 的 
子 群 格 图 。 z 

3.3.6.2 A 的 共 轿 类 为 {(1)}，{(12)(34)，(13)(24)， 
(14)(23)}, {C123), (142), (134), (243)}, 4(132), (124), (143), 
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(234)》。-4 的 中 心 是 只 有 1 个 元 素 的 共 轿 类 的 并 , 因此 C (4,)= 
{( 1 )}。A44, 没有 2 阶 正规 子 群 和 6 阶 子 群 。 换 位 子 群 4 的 阶 只 
可 能 为 3 ，4 ， 或 者 12。 根 据 西 洛 定理 ，A, 有 4 个 3 阶 子 群 , 因 
此 A4 的 阶 不 可 能 是 3 。 易 知 ， 开 4 一 {(1)，(12)(34)，(13)(24)， 
(14)(23)} 是 4 的 正规 子 群 ， 即 氏 ,< 4， 和 4/K , 实 Z, 是 河内 
尔 群 。 于 是 44C 开 ,， 得 到 所 = 天 ,。444 的 2 阶 子 群 均 由 2 阶 元 
素 生 成 ， 它 们 是 Hi=《(12)(34)), 日 ,= (13)(24)》, 日 = 《(14) 
(23)>， 3 阶 子 群 为 晶 ,=《(123))》, Hs=《((243)», 人 ,=《(134))》， 
万, 一 《(142));。 只 有 1 个 4 阶 子 群 玉 ;= A, 一 K,。44 的 子 群 格 是 


由 于 .44 是 4 的 唯一 的 真正 规 子 群 ， 因 此 唯一 的 非 平凡 因子 群 是 

A,/ .44s Za 
练习 3.3.2 证 明 4, 没有 6- 阶 子 群 ， 也 没有 2 阶 正规 子 群 。 
3.3.6.3 为 方便 起 见 ， 给 出 了 的 男 一 个 表现 

T=(¢, dlc=d’= 1, dc=cd’), . 
其 中 cc =a,，d =a*, 4 一 dc ,b=c。 的 元 素 和 相应 的 阶 
和 元 素 : 1 d? ¢ cd cd2 C2 c2df c2d2 Ce csd cs 

阶 数 1 3 3 4 4 4 2 6 6 4 4 4 
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凑 恩 类 汶 {1},。 {c,d, a}, {cd, cq?}, {¢c, cd, ca’}, 
{eC， Cd, cd )},。 中 心 C(T)=={1，C 室 Z,,， 换 位 子 群 7 = 
《d ) 守 2Z。。 2 阶 子 群 只 有 一 个 五 ,=《c*>=C(T)。 由 于 3 阶 子 
群 由 3 阶 元 素 生 成 ， 因 此 3 阶 子 群 也 只 有 一 个 人 ,=《d)=77 
利用 西 洛 定理 ， 了 有 3 个 4 阶 子 群 ,它们 是 H,=《c) 实 Zs 加 ,= 
《cd 人 2C4， 妃 := 一 《cd 和 兰 C4， 显 然 它 们 都 不 是 正规 子 群 。 由 于 任 
何 6 阶 子 群 在 下 中 的 指数 都 是 2 ， 因 此 是 正规 子 群 。 再 考虑 到 6 
阶 子 群 不 可 能 包 有 4 阶 元 素 , 可 得 了 只 有 1 个 6 阶 子 群 己 = {1， 
ad ，dY， 0，cid， ced) = (cd ， 万 ,人 7T。7 了 的 所 有 真子 群 
都 是 循环 群 。 荆 的 子 群 格 为 


i 0 
V3 
"2 


0 ? “0) 办 
练习 3.3.3 仿 c, 二 ， d= | : 1 其 中 六 == 


一 1，% 一 一 一 -十 i ,求证 c,d, 在 复数 域 C 上 的 2 阶 


一 般 线 狂 群 GEL:CC 中 生成 包子 群 I， d> 同 构 于 7 。 
练习 8.3.4 证明/C(7 DS TAO 
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1 到 15 阶 群 群 表 


| = 
、 . 
2 | 1 | pr) | 0 | 一 
3 | 1 | pe ] 0 | 一 
Ki1= ZX Ls | 
6 1 ] pA | 1 | Ss = Ds 
| 
| 2 0 | 7 
ee- -_ 
8 3 | 8, Za A | 2 | 也， 
| pA X LaXZ， | Cos 
-一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 一 
9 2 | Zo, Zs XZ | 0 | 一 
10 1 Zio=ZaxZs | 1 | Ds 
| 和 | 
11 ' 1 ] ZI1l 0 一 
12 | 2 和 F129= 3 X Li 3 4， 了 ， 
| ZsxK, | Dse=Z2 x Ds 
13 ] 1 ] 119 ] 0 | 一 
-一 一 一 一 _ _. 
14 ] | Zls= Lo XL7 | 1 | D1’ 
一 一 一 一 一 -一 ， 一 -一 一 一 -~ 一 
195 1 | Zis= Ls XZs ] 0 ] 一 


$3.4 辕 零 群 和 可 解 群 


设 G 为 群 , 则 G 的 中 心 C1:(G)=C(G) 为 G 的 正规 子 群 。 令 
C:(G) 是 正则 满 同 态 G->G/C(C) 之 下 C(G/CCG)) 的 原 像 ， 
于 是 CG ) 人 G。 一 般 地 , 令 Cs( G ) 是 正则 满 同 态 G-GAC。 
(G) 之 下 C(G/C,(G)) 的 奈 染 ， 于 是 我 们 有 正规 子 群 列 

(1}<C(G) EC GE CG) AG 
这 叫 G 的 中 心 升 列 。 
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定义 3.4.1 和 群 G 叫 替 零 群 ， 是 指 存在 4 之 1 ,使 得 Cs(G) 


一 Cr 。 
例 3.4.1 每 个 阿 贝 尔 群 均 是 恬 零 的 ， 因 为 CGIJ) 一 
C(G)=G,。 


例 3.4.2 每 个 有 限 户 - 群 G( 即 有 限 群 G 中 每 个 元 素 的 阶 均 
是 了 的 方 笑 ) 均 是 大 零 的 ， 这 是 因为 若 G 关 1， 则 有 限 ?- 群 GG 
有 非 平凡 中 心 ， 即 C(G) 大 11}。 而 当 GCi(G) 时 ,CCG) 是 
Cai(G) 的 真子 群 。 由 于 G 为 有 限 群 ,从 而 必然 有 7 使 Cs G)= 
G。 

例 3.4.3 有 限 多 个 暴 零 群 的 直 积 也 是 符 零 群 。 

证 明 不 妨 设 G= 玉 xK( 对 于 多 个 因子 的 情形 可 以 归纳 证 
阴 )， 可 以 归纳 证 明 C(G)=C( 访 ) XC:(K)( 对 每 个 i 之 1 )。 
如 果 瑟 入 均 为 窒 零 群 ， 则 有 #，m 之 1, 使 C,H)=H，C， 
(K)=K。 取 [=max(n, mm), 则 CI(G)=C(H)xC(K)= 
侣 XK 二 G。 即 G 为 窜 零 群 。 

引 理 3.4.1 如 果 瑟 是 器 零 群 G 的 真子 群 , 则 万 也 是 NelH) 
的 真子 群 。 / / 

证 明 令 C(G)={1) 设 # 为 最 大 下 标 使 得 C,.G) 志 电 
(由 于 GG 和顺 零 而 电 是 G 的 真子 群 ， 这 样 的 mn 是 存在 的 )。 取 0 全 
Cen《G)，4 杀 电 ， 则 对 每 个 hh 纪 有 。 在 G/Cs(G) 中 ，Csah = 
(Coa) (Ch)= (CR) (Ca) =Cha (因由 Col ) 的 定义 知 Ca 在 
G/Cs(G) 的 中 心 之 中 )。 于 是 ，ah=h 有 ha, 及 EC,(G) 志 HH， 
从 而 aha* 纪 晴 ， 即 4 EENe( 蝇 )。 但 是 4 杀 吾 ， 从 而 蝇 为 Nel 于 ) 
的 真子 群 。 证 毕 。 

定理 3.4.1 有 限 群 G 是 医 零 群 ， 当 且 仅 当 C 是 它 的 西 洛 子 
群 的 直 积 。 

证 明 设 C 为 它 的 西 洛 子 群 的 直 积 。 由 于 每 个 西 洛 子 群 均 为 
上 p- 群 ， 由 例 3.4.2 和 例 3.4. 3 知 G 为 医 零 群 。 反 之 ， 设 @ 为 寡 
零 群 。 对 于 1G| 的 每 个 素 因 子 了 ， 令 忆 为 G 的 一 个 西 党 了 ~ 子 
群 。 如 果 书 =G， 则 证 毕 。 如 果 尸 为 G 的 真子 群 ， 由 引 理 3,4,1 


vb 
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可 知 P 为 Ne(P) 的 真子 群 。 但 是 Ne(P)=Ne(Ne( P)) ( 记 
NN 二 Ne( 忆 ),; 则 PAN, 从 而 PP 是 NN 中 唯一 的 西 洛 了 - 子 群 , 于 是 。 
XENceN)TxNx = NxPx 和 NXPx = PXEN, 
而 Ne(N)= 二 NN)。 由 引 理 3.4.1 可知 ， Noel) 二 G， 从 而 了 习 
Gy， 了 是 中 的 相 洛 ~ 于 和 群 。 

设 1G|=pri…p#*， 令 PP; 是 G 中 唯一 的 西 洛 fp/- 子 群 则 
Pil=ph( 1 < i 有 ), Pi<dG, 并 且 PNP,= (1}(i + 7 时)。 
从 而 当 ; 大 了 时，P; 中 元 素 和 A; 中 元 素 可 交换 ， 因 此 Pf… 
Pi 中 元 素 的 阶 均 是 p31…psrii 的 因子， 从 而 PPse…Psf 1P。 
二 《1}(2 志 吉 夺 上 )， 表 上 明 G = Pi… 记 二 PXx… X Pwo 证 毕 。 

系 3.4.1 设 G 为 宫 零 有 限 群 ， 则 对 于 |G| 的 每 个 因子 %m，G 
均 有 严 除 子 群 。 
“证 明 ”如 前 设 G=pri…ph*， 则 G= 二 PXx… xPi, IPi= pri。 
如 果 mGI， 则 m= pii…Ph*， 如 加 根据 西 洛 理论 ，P 有 pr 
阶 子 群 Q;。 从 而 子 群 Qi X… x Qx 即 为 所 求 。 

系 3.4.2 备 零 有 限 群 G 的 子 群 和 商 群 均 是 突 零 群 。 

.证 明 如 上 设 G=PDiXx… XP， Pi 为 G 中 唯一 的 西 党 p:- 子 
群 。 如 果 万 委 G， 令 Qi 为 五 的 一 个 西 洛 p;- 子 群 。 由 西 洛 理论 
人 SP 和 1 和 有 R)， 从 而 必然 万 =QXx…XxQx， 即 瑟 为 需 零 
群 。 如 果 玉 导 G， 则 Qi< 局， 而 G/ 万 全 忆 ]/Q X… XPi/Qxro 易 
钴 ，P 了 Pi/Q; 为 G/ 五 的 西 洛 入- 群 、 所 以 G /万 也 是 宫 零 群 。 证 毕 。 

， 现在 介绍 可 解 群 。 设 G 为 群 ， 对 于 4。bEG, 元 素 [4， 
b J 二 aba*'b” 册 作 4 和 了 的 换 位 子 。 所 有 换 位 子 生 成 的 群 G” 叫 
作 G 的 换 位 子 群 。 多 知 ，G 为 阿 贝尔 群 二 3G = 二 {1}。 从 而 在 
菏 种 意义 下 ， 可 用 G 来 衡量 G 与 阿 贝 尔 群 相距 多 远 。 

定理 3.4.2 (1) G <G; 

《2 ) 者 和 NG， 则 G/N 为 阿 贝 尔 群 G'S&N。 

， ”证 明 (1) 对 于 g，4 ，bEEG, 易 知 g(4, bg 一 (gag””， 
909 3， 从 而 9gG’g =G ， 即 G <G。 
(2 ) 车 G/N 为 阿 贝尔 群 ， 则 对 每 个 a，b EG， abN 
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baN。 于 是 Ca， 一 oba"'6"1EN， 即 G'<N。 反 之 ,车 G'< 
N， 则 G/N 人 -Jez。 从 而 G/N 同 构 于 阿 贝 尔 僚 G/G” 的 商 
群 ， 因 此 G/N 也 为 阿 贝 尔 群 。 证 毕 。 
记 GD=G/，GD=G D0/(7 守 2)， 称 称 G? 为 G 的 第 慰 
册子 群 。 由 此 给 出 正规 子 群 列 


GF6PF6V>., CVAGED, 


练习 3.4.1 证 明 G ”<G( 对 每 个 i)。 
定义 3.4.2 群 G 叫 作 可 解 群 ， 是 指 有 #* 之 1， 使 得 GG 中 = 
{1}。 | | 

每 个 阿 贝尔 群 都 可 解 。 更 一 般 地 有 如 下 定理 。 

定理 3.4.3 和 疾 零 群 必 为 可 解 群 。 

证 明 ”由 定义 知 Ci(G)/Ci(G)=CCG/Ci(G)) 为 阿 贝 
尔 群 , 从 而 当 i 宇 2 时 , Ci( G)' 志 C14(G)( 定 理 3.4.2), C1,(G)” 
= C(G) ={1)。 如 果 G 为 虹 零 群 ， 风 有 "使 得 G =C,(G)。 
于 是 C(G/Cs1 (GG)) = CG) /CG) = G/Ci(G), 从 
而 GD=G/RC(G), GH=GH/ CCG) CCG),. 类 
似 地 ，G 信 Cs(G) Cas (G), ,GEC(G) = {1), 
即 G™={1}。 从 而 G 为 可 解 的 。 : 

定理 3.4.4 (1) 可 解 群 的 子 群 和 商 群 均 可 解 。 

(2 ) 如 果 N <G， 则 G 可 解 N 和 G/N 均 可 解 。- 

证 明 (1) 设 G 是 可 解 群 ，f ，G~ 万 为 群 的 同 态 。 易 知 
f (GG) 日， 并 且 若 f(G)= 惠 ， 则 7 (9 “) 一 如 “由 此 好 
知 ，G 的 每 个 子 群 和 商 群 均 可 解 。 

(2 ) 沪 由 《1) 推 得 。 反 之 ， 没 G/N 和 NN 均 可 解 ， 考虑 下 
则 满 同 态 上 ，G->G/AN, 由 G/N 的 可 解 性 知 ; 有 ， 使 和 (G 思 ) = 
(G/N) = (1)， 于 是 Go 入 N。 由 N 可 解 知 ，Go 也 可 解 。 从 
而 有 天使 《Go) 思 一 (1)， 即 Ge 一 (1)， 于 是 G 可 解 。 

练习 3.4.2 设 W<G， 如 果 N 和 G/N 均 为 震 零 群 ，G 是 
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否 为 军 零 群 ? (提示 ， 考 虑 3:。 ) 

下 面 给 出 一 组 不 可 解 群 的 例子 。 

系 3.4.2 + 之 5 时，5, 为 不 可 解 群 。 

证 明 若 >。 可 解 ， 则 子 群 4, 也 可 解 。 因 为 4 不 是 阿 员 尔 
群 ， 从 而 A4 关 {1}。 但 是 ，4, 气 4,, 而 A, 又 为 单 群 ( 当 1 实 
5 时 )， 于 是 4 二 A,。 对 所 有 i 全 1，As"= 二 A, 尖 {1), 从 而 4 
不 可 解 。 因 此 =,* 也 不 可 解 。 证 毕 。 

利用 域 的 伽 罗 瓦 〈《Galois) 理论 ， 由 系 3.4.2 可 以 推出 , 当 
n 之 5 时 ，?n 次 一 般 代数 方程 x" 十 ox”! 十 … 十 a,= 0 是 根 式 不 
可 解 的 《 即 没 有 一 般 求解 公式 )。 

英国 数学 家 伯 因 赛 德 (Burnside) 提出 的 伯 恩 赛 德 猜想 ， 每 
个 奇 阶 群 均 是 可 解 群 。 这 个 猜想 于 1963 年 由 费 特 (W .Feit) 和 
汤姆 森 (J.Thompson) 所 证 明 。 

练习 3.4.3 设 互 ， 开 和 和 G， 以 [ 瓦 ， 开 ] 表 示 由 人 [天 ，R]| 
hEH，kEK}) 生 成 的 G 的 子 群 。 

(a ) (HH，Kj<(HUK)( 右 边 (《HHUK) 表示 G 中 由 集合 


电 UK 生 成 的 子 群 )， 
(b) (FH, GY)={1}3(H’, GJ)={1); 
(c) H<G LH, GI<H; 


(d) 设 K<G, KH, 则 H/K< C(G/K) 3 [万 ， 
Gj<K., 

练习 3.4.4 设 G 为 群 。 定义 7?.(G)=G,7?.(G)=[G,G), 

当 # 之 2 时 7,(G)= 二 [7,(G)，GJ, 求 证 ，G 为 容 零 群 才 淳 - 
存在 1 之 1 使得?,(G ) 二 {1)。 

练习 3.4.5 G 为 罕 堆 群 ，{1} 夺 NN<G， 则 NN C(G ) 夺 
{1}。 : z 

练习 3.4.6 D,=(a、 bla =0= 1,ba=a Vb) (1 之 3)。 

(8 ) GE 

(b ) 著 ? 为 奇数 ， 则 DC， 车 ?为 偶数 则 局 一 4 
t=n/2g 
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(ec ) DD, 为 虹 零 群 亏 -> 2 为 2 的 方 宕 。 

练习 3.4.7 (a ) $=A,， 

(b ) S$, 和 5, 为 可 解 群 ， 但 不 是 适 零 群 。 

从 上 面 定 义 看 出 ， 窜 零 群 和 可 解 群 分 别 与 中 心 升 列 和 导出 群 
列 有 关 。 下 面 更 一 般 地 研究 这 种 正规 群 列 ， 并 且 给 出 可 解 群 的 另 
一 种 刻 划 形式 〈 定 理 3.4.5)。 

定义 3.4.3 设 G=G 之 GC 之 … 之 G9, 是 群 G 的 子 群 列 。 如 果 
GIGr (0 二 i 一 1)， 则 叫 作 G 的 一 个 正规 群 列 ， 商 群 
Gi;/Giwy 均 叫 此 正规 群 列 的 因子 。 其 中 非 平凡 因子 的 个 数 ( 即 为 列 
中 之 是 7 的 个 数 ) 叫 作 此 正规 列 的 长 度 。 

例如 ， 导 出 列 G 宇 GG 路 之 … 之 G” 和 中 心 升 列 G =C， 
(G) 字 Co1( G) 之 … 之 C1(G ) 均 为 正规 列 。 : 

定义 3.4.4 设 G=G 之 Gl 之 … 之 Gs 是 G 的 正规 列 ， 则 它 的 
一 个 一 步 加 细 是 指正 规 列 G =G 之 之 … 之 Gi 之 NN 之 Gi 六 … 之 
C。( 对 某 个 0 委 i 委 2 一 1)， 或 者 G = 二 G0 守 G1 之 … 之 Gs 之 信 o 通 
过 有 限 次 一 步 加 细 得 到 的 正规 列 叫 原 正 规 列 的 加 细 。 如 果 加 细 厅 
列 的 长 度 天 于 原来 正规 列 ， 则 称 它 为 真 加 细 。 

定义 3.4.5 正规 列 C = 二 之 Gj 之 … 之 Gs 二 11) 岂 组 成 列 ， 
是 指 它 的 每 个 因子 CC 均 是 单 群 。 上 述 正 规 列 叫 可 解 列 ， 征 
指 每 个 因子 CCas 均 是 阿 贝 尔 群 。 

以 下 经 种 要 采用 第 一 章 中 的 以 下 纺 果 ， 外 <G， 则 G/N 
的 每 个 正规 子 群 均 有 形式 H/N， 其 中 N 人 有 <G。 从 而 当 @ 冯 
N 时 ，G/N 为 单 群 寺 N 是 G 的 极 大 正规 子 群 ( 即 车 N < 二 M4 
G， 则 M = G)。 

引 理 3.4.2 (1 ) 有 限 群 必 有 组 成 列 ; 

(2 ) 可 解 列 的 加 细 仍 为 可 解 列 ; 
(3 ) 一 个 正规 列 是 组 成 列 的 充 要 条 件 是 它 没 有 真 加 细 。 

证 明 (1) 设 G 为 G 的 极 大 正规 子 群 ， 则 G /G1 为 单 群 。 
再 令 C， 为 G1 的 极 大 正规 子 群 ， "oo 由 于 IGI>|IG >|G,|>….， 
从 而 有 ?使 Gs= (1 )。 于 是 C>GC>…>Gm(1) 就 是 G 的 一 


82 


个 组 成 列 。 

(2 ) 和 《3) 的 证 明 留 给 读者 进行 。 

定理 3.4.5 和 群 G 可 解 人 >G 有 可 解 列 。 

证 明 车 G 可 解 ， 则 G 守 GG 之 … 宇 GCG 二 {1) 就 是 G 的 一 
个 可 解 列 。 反 之 ， 若 G 一 CCi 记 …DCs= 一 (人 1) 是 可 解 列 出 
G /Gi 为 阿 贝 尔 群 ， 于 是 G 宇 G'"*。 同 样 ， 由 GJ/Gs 为 阿 贝 尔 
群 ， 于 是 G, 宇 G 路 之 G'*， 因 此 归纳 可 得 Gi; 宇 G' (对 每 个 i》 
所 以 41)==Gs 之 G， 即 G = {1)}， 从 而 G 可 解 。 

例 3.4.4 D>《a 之 {1} 蚌 可 解 列 ， 其 中 4 是 D, 中 任意 
n 阶 元 索 ， 因 此 D.(1 守 3 ) 为 可 解 群 。 

例 3.4.5 设 IG|=pq， 其 中 了 和 4 为 素数 ， 了 二 9。 这 时， 
G 中 有 了 阶 元 素 a ， 且 《a ) 为 G 的 正规 子 群 〈( 西 洛 定理 )。 于 是 
Ga>>{1T /为 可 解 列 ， 即 G 为 可 解 群 。 

练习 3.4.8 有 限 群 G 是 可 解 群 乞 仿 G 有 组 成 列 ， 其 非 平凡 
因子 均 是 素 阶 循环 群 。 

练习 3.4.9 求 D, 和 .3,xZ; 的 全 部 组 成 列 。 求 $4 和 D6 的 
组 成 列 因子 。 

练习 3.4.10 群 的 组 成 列 是 具有 极 大 长 度 的 正规 列 。 

练习 3.4.11 设 昌 坟 CC(G)， 且 G/ 日 为 备 零 群 ， 则 G 是 短 


零 群 。 
练习 3.4.12 设 pP，9，r 为 三 个 察 数 ， 则 pqr 阶 群 必 为 可 
解 群 。 


一 个 群 可 以 有 许多 组 成 列 ， 下 面 要 证 明 组 成 列 的 非 平 凡 央 子 
集合 不 依赖 于 组 成 列 的 选择 ， 即 是 CG 本 身 的 不 变量 。 

定义 3.4.6 和 群 G 的 两 个 正规 列 S$ 和 了 叫 作 等 价 的 ， 是 指 在 
S 和 了 的 非 平凡 因子 之 则 存在 一 一 对 应 ， 并 且 对 应 的 因子 是 同 
构 的 。 

由 定义 可 知 ， 群 @G 的 两 个 等 价 正 规 列 不 一 定 有 间 样 多 项 ， 但 
有 相同 的 长 度 〈 即 同样 多 个 非 平 凡 因 了 于 )。 此 外 ， 正规 列 的 等 价 
药 然 是 等 价 关 系 。 : 
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引 理 3.4.3 知 3 是 群 C 的 一 个 组 成 列 ， 则 3 的 每 个 加 细 均 
与 9 等 价 。 

证 明 设 3 为 G=Co 关 CC 一 (1 。 由 引 理 3.4.2 知 
S 没有 真 的 加 细 ， 从 而 5S 的 加 细 只 是 再 加 入 某 些 G;， 即 只 能 多 
出 一 些 平凡 因子 ， 从 而 与 5S 等 价 。 

引 理 3.4.4( 扎 森 浩 斯 (Zassenhaus)) 设 A’d 4,，B’< 了 4B， 
则 A’CANMB’)IA’CANB), BCA'MB)AB' (ANB), ¥ 
HA’CA(IB)/A (CANINIB EB AIB)/B (A {IB). 

证 明 由 8’<B 可 知 ; A 站 8B’=(A4B){1B’ <(Af1B), 
同样 有 A 门 B 忆 4 1 B， 因 此 ，D=(4’(18)(A(18’)<4Af 
B，A’(A 们 B)<A。 现 在 定义 

f: A'(AfNB)>(A(IB)/D, 
办 法 是 ， 对 于 4 EA ，CEANB, 令 f (ac)==Dc。 这 是 可 定 
义 的 ， 因 为 ， 当 ac=a’c’, a’EA’,c EANMmB, 则 c’c =(a’)" 
aE(ANMB)NMA’=A’f|1BD， 从 而 Dc=Dc 。 进 而 ， 对 于 
0，0E4，c， Cs 人 EAIIB, 由 于 A dA, 可 nc0; = 一 Gascb 
aEA’, f ((ac)(ac,)) 一 了 (aiascicy) = Dec, = Dec: Dce, = 
f (aic1) f(asc,)。 从 而 f 为 同 态 ， 显 然 f 是 满 同 态 。 最 后 ，aca 
会 民 erj 和 会 EDC =a0, EA NB, cEAIIB’ < 

ac= (aa)c EA’( AIB’), : 

Kerf=4(4MnB')， 于 是 A4'(ANMmMB’)<A4'(A 站 B)， 并 
且 AC(40 8)/A’C(A11B') 守 (A{1B8)/D。 同 样 ， 可 证 BB (A 
MB)ABCANMNB), ¥8P (CANB)/B’ CAN BYE AN BN 
DD。 册 此 即 得 引 理 。 

定理 3.4.6(《 施 赖 埃 尔 (Schreier)) ”和 群 G 的 任意 两 个 正规 列 
均 有 等 价 的 正规 加 细 列 。 / 

证 明 ” 设 G=Go 之 Gj 之 …… 写 Gr 和 GG = 二 及 0 之 了 | 之 … 之 了 wm 是 
两 个 正规 列 。 令 Cs 一 1) 一 赂 4。 对 于 0 和 1 委 14， 则 有 

Gi=Gu(G NG {Gn (GH, )= 
Git。 对 每 个 0 人 7 人 Mm, 由 引进 3.4.5 攻 GCC 有 全 过 Cn 
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x (Gi 及 /))。 在 Gi; 和 Gi 之 中 插入 上 述 诸 群 .如 果 以 G(i，,j) 
表示 Gii(Gif1G;)， 则 给 出 Co 疡 CI 亡 … 疡 G。 的 正规 加 细 列 ， 
G=G(0, 0)>G(0, 1)2Z…2G(0, m) 
>G(1, 0)PFG(1, 1)>…>G(1, m) 
之 G(2,0)>… 庆 G(n 一 1, m)G(n, 0) 
宇 G (fh 1 ) 守 … 守 G(n, m), 
其 中 G (i ，0) 一 G。 这 个 加 细 列 共 ( 十 1)(m+1) 项 。 同 
样 阁 令 昌 (了)= 太 jw(Gi; 门 瑟 ;)， 则 态 (0，j)== 于 ;,， 从 而 
有 人 6 二 及 ,之 顾 | 宇 … 之 是， 的 加 细 ; 
G=(0,，0) 宇 (1，0) 之 … 宕 H(n, 0) 之 H(0,1) 
HH(l1l, 1)>… 之 H(n, 1)>H(0， 2)>… 
之 H(n, m1)>H(0, m)>H(1,， m2 


>H(n, m), 
这 个 加 细 列 也 有 (nx 十 1)(m 二 1) 项。 由 引 理 3.4.4 知道 
G(i, 71) 和 
Gli, 7+1) Gua(lGMNF;,) 
~ HG ni 百人 ? » 了 ) 


HGufH;) 万 (十 1， 了 ) 

《0 委 ;和 委 2，0 委 JJ 委 人 )。 从 而 两 个 加 细 列 是 等 价 的 。 

定理 3.4.7 ( 约 当 -将 尔 德 CJordan-H6lder)) 群 G 的 任意 两 
个 组 成 列 均等 价 。 因此 , 车 群 G 有 组 成 列 , 则 其 非 平 凡 因 子 集 合 ( 这 
是 一 些 单 群 ) 为 G 的 不 变量 〈 即 与 组 成 列 的 选取 无 关 )。 特 别 地 ， 
群 G 的 任意 两 个 组 成 列 有 相同 的 长 度 。 

证 明 ”由 于 组 成 列 都 是 正规 询 ， 从 而 G 的 任意 两 个 组 成 列 均 
有 等 价 的 加 细 。 但 是 组 成 列 的 加 细 等 价 于 自身 ， 从 而 G 的 任意 两 
个 组 成 列 均 等 价 。 

例 3.4.6 对 于 群 4.， 它 有 如 下 两 个 组 成 列 : 

Al> (1234))D (12)(34)D 1， 
At>MI (12)(34)D> 1. 

其 中 M=(1，(12)034)，(13)(24)，(14)(23)}， 对 应 的 非 平 凡 
因 才 - 为 4s Ls, Ls}o : 


第 四 章 有 限 点 登 


在 自然 科学 中 ， 对 称 的 观念 是 最 基本 的 观念 之 一 。 实 数 域 上 
三 维 欧 几 里 得 空间 中 一 个 物体 的 对 称 性 可 以 用 它 的 对 称 群 描 述 ， 
即 可 以 用 使 物体 在 空间 中 不 动 的 变换 构成 的 群 来 摘 述 (这 里 把 物 
体 作为 刚体 考 菩 )。 在 物理 学 、 化 学 和 其 它 自 然 科 学 中 ， 特 别 重 
要 的 对 称 群 是 有 限 点 群 ， 它 可 用 于 描述 物理 结构 及 分 子 的 对 称 
性 等 。 

这 章 的 主要 目的 有 二 个 ， 一 是 讨论 有 限 点 群 的 分 类 ， 二 是 给 
出 有 限 点 群 的 具体 表示 ， 吧 把 它们 从 为 茶 个 几何 图 形 对称 群 的 子 
群 。 最 后 得 到 32 个 晶体 点 群 ， 它 们 恰好 对 应 着 结晶 学 中 的 32 个 
器 类 。 


3 4.1 三 维 空间 中 的 正 交 群 


设 IR 是 实数 域 ，|R: 是 域 IR 上 的 三 维 向 量 空间 ，{e，e2 
es} 是 慌 的 一 组 基底 。 对 于 IR 中 的 任何 二 个 向 量 x 和 y， 其 中 
一 Xiel 十 Xe 十 Xases， 
yy 一 yiel 十 yaez 十 yses， 

有 双 线 性 型 〈 或 双 线 性 函数 ) 

4X，y7) 一 XIYI 十 Xays 十 Msyso 
这 个 双 线 性 型 定义 了 向 量 空间 I 的 内 积 , 从 而 使 有 ”成 为 欧 几 里 
得 空间 。 这 是 一 个 度量 空间 。 向 量 x 的 借 jjxl]= 《xz，x%7 定义 
为 问 量 的 长 度 ， 而 向 量 xx 和 yy 之 间 的 夹 角 9 的 余弦 是 cosy= 


了 证 芝 Ty o 如 果 cos = 0 ， 则 说 向 量 x 和 向量 y 是 正 交 的 。 


我 们 说 作用 在 和 R” 上 的 线性 变换 O 是 保 长 的 ， 如 果 对 所 有 IR 
中 的 问 量 x，0O 满 足 (Ox，0OXx) = 二 《xX，%>。 由 此 容易 推出 ,线性 
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恋 换 是 保 长 的 当 且 仅 当 保持 任何 二 个 向 量 的 内 积 不 变 ， 即 《COx， 
Oy) = 《xX，y)。 进 而 ， 如 果 Ox = 0 ， 必 定 有 xx= 0。 利 用 此 性 
质 不 难看 出 ，|R* 上 的 保 长 线性 变换 把 线性 无 关 疝 量 仍 变 成 线 性 
无 关 向 量 ， 从 而 得 出 保 长 线性 变换 必 是 可 道 线 性 变换 。 
命题 4.1.1 三 维 欧 几时 得 空间 |R’ 中 的 保 长 线性 变换 全 体 
成 群 ， 称 为 3 维 空间 |R’ 的 实 正 交 群 ， 用 O:(IR) 表示 ， 或 简单 
地 记 为 O(3 )。O(3 ) 的 元 (或 元 素 ) 称 为 正 交 变换 , 
由 于 OC3) 的 元 素 保 土 内 积 不 变 ， 故 保持 正 交 关系 不 变 , 由 
此 而 得 正 区 苇 换 之 名 。 
取 |R” 的 一 组 标准 正 交 其 {e,，e,，es}， 即 这 是 IR* 的 一 组 
基底 ， 而 且 满足 
《@;, @;) = 0iy, 
其 中 
0， 当 语源 了 


1，。 当 1 二 7。 
设 正 交 变换 . 光 在 这 个 基底 下 的 矩阵 表示 为 了 T, T = (ti), 即 六 e@;= 


3 
级 {3;@};o 由 于 《Ye@,, Fe@;) = is ©;) = 01;, 各 


1}=1 z z 
3 3 3 
《.F js Fee) = 2 Cr, 人》 fuel >= 》， ti ;lso 
R=1 [=1 


{=1 

有 | 
TT =E, (4~1) 
其 中 7' 表示 矩阵 了 的 转 置 阵 ， 已 是 单位 阵 。 实 际 上 ， 具 有 性 质 
(4-1) 的 些 阵 就 是 熟知 的 三 维 空间 的 实 正 交 阵 。 实 正 交 和 撼 阵 全 体 
成 群 ， 仍 将 这 个 群 记 为 D(3 )， 在 映射 .了 一 T 之 下 , : 它 同 构 于 正 
交谈 拘 全 体 所 成 的 群 。 显 然 ， 正 交 和 矩阵 了 所 决定 的 线性 变换 祖 必 
定 是 保 长 的 。 以 后 ， 为 方便 起 见 ， 有 时 采用 变换 进行 讨论 ， 有 和 夺 
则 用 矩阵 进行 讨论 。 

引 理 4.1.1 如 果 TEEO(3),， 则 det7T= 圭 1。 
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证 明 因为 7 :7’= 玉 ,， 所 以 (det7)*?==1， 即 det7T=+1。 
”显然 和 J = 一 都 是 0O(3) 的 元 素 。detE= 1，detl 
一 一 1。 令 .和 是 矩阵 了 决定 的 线 性 变换 ， 对 所 有 xEEIR ,了 X= 
一 %。 通 常 称 .为 反 演 变换 或 反 演 ，. 和 二。 

二 个 元 素 的 集合 {1 ， 一 1 )， 按 平常 的 数 乘 运算 形成 一 个 2 
阶 循环 群 C,。 考 虚 O( 3 ) 到 Cs 的 映射 det.: 0O0(3) 一 C,, 它 将 
TEO(3) 有 映 到 它 的 行列 式 det7， 易 见 ， 了 映射 det， 是 一 个 群 
同 态 。 用 SO(C 3 ) 表 示 det. 的 核 ， 则 有 

SO(3)= {TEO(3 )ldet = 1}, 
50(3)<O(3) 和 OC3)/SO(3 ) 守 C,。 有 时 将 SOC 3 ) 也 记 
为 0(3)'。 通 常 称 SOC 3 ) 为 特殊 正 交 群 ，SO( 3 ) 的 元 素 称 
为 止 第 转动 或 转动 。O( 3) 相对 正规 子 群 SOC 3 ) 分 解 为 2 个 
了 党 集 ， 取 户 和 了 分 别 为 障 集 代表 元 。 于 是 0(3)==SOC 3 UT- 
SO( 3 )( 这 里 是 集合 的 并 )。 易 知 ,行列 式 为 一 1 的 正 交 阵 7T' 可 表 
成 为 T= 了 :下 ， 其 中 TESOC3), 即 7T'ET-.SO(3), 称 7 
为 转 填 有 反 演 或 非 正常 转动 。 

下 面 将 证 明 ，S0O( 3 ) 的 元 素 是 由 |R 中 绕 过 原点 的 轴 的 所 
有 转动 组 成 “这 是 称 30( 3 ) 的 元 素 为 转动 的 原因)， 而 0(3 ) 
是 由 这 些 转动 和 转动 反 演 组 成 。 

定理 4.1.1 设 .xYES0(3)， 则 存在 一 个 单位 向 量 f .EIR 
上 fs== 1 ， 使 得 .x ,= 耶 ;。 如 果 .x 8， 这 里 8 是 单位 变换 ， 那 
么 由 土 f, 表示 的 直线 ， 即 过 js 的 直线 ， 称 为 变换 .x 的 转动 轴 。 

证 明 如 果 f, 满足 .xf;= 了 ,f=1, 这 说 明 ff 是 .x 的 特 
征 根 为 1 的 单位 特征 向 量 。 因 此 ， 要 证 明 这 样 的 f, 存在 ， 只 需 
证 明 4 = 1 是 x 的 一 个 特征 根 即 可 。 设 .4 是 .x 的 矩阵 表示 ， 这 等 
价 于 证 明 det( 4A 一)= 0。 由 于 det (A 一 E)= det(A—E) 
和 det4=1，4=4 有 

det( A~— FE)=det(A'— FE)=det(A"'~E) 

~detA (FEF— A)=det(E~— A) 
=(— 1) det(A—E)=~det(A— E), 
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于 是 det( 4 一 EF)= 0，4 = 1 是 xv 的 一 个 特征 根 。 定 理 得 证 。 
选取 回 量 上 万 和 了,， 使 得 {f,，f,，，f :成 为 IR 的 一 组 标准 

正 交 基 ， 即 《fi;，f)》= 二 6i;。 找 出 交换 .x 相对 这 个 基底 的 答 阵 中 
未。 为 此 ， 只 要 计算 xf;，i = 二 1，2，3。 假 设 

zf 一 CI 了 十 co 二 Cs， 

5 了 一 有 二 07 十 0 

-2 一 了 了。 
由 于 Cf f=《f;,， f=6;j，1 二 1，,，j 芝 3, 得 到 a4,= 
ps= 0, opitap,= 0， Qi+ai==p1+Bi= 1。 那 么 .x 在 基 屏 
(fi1，f:，fs 之 下 的 入 阵 可 表示 为 


xl pp! 0 
A=| Qs, bp， 0 9 
0 0 


i 


A 具有 性 质 
Qtas= 1 (4-2) 
AI 十 ps= 1 (4-3) 
Qipitasps= 0 : (4-4) 
xi0: 一 ap 一 1 (4-5) 


式 (4-2) 和 (4-3) 表示 向 量 .x ff; 二 (8&1)，4:，0) 和 f= (pi 
ps，0) 是 单位 向量 ， 式 
(4-4) 表示 它们 是 正 交 的 ， 
式 (4-5) 表 示 癌 量 (&,，Q，， 


0 ) 按 反 时 针 方 向 旋转 一 一 


上 后， 成 为 向 量 (pb， ps, 0 ), 
如 图 4-1 所 示 。 于 是 得 到 满 f= .fs 
足 式 〈4-2) 到 式 (4~5) 的 

唯一 解 ， 


图 4-1 


0 一 有 一 c080，05 一 一 太一 Sin0，0 委 0<<27。 


因此 
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cos 一 Sng 0 

[sm COSO | 0 过 0 < 之 27， 
0 0 1 

其 中 9 是 向 量 .让 和 .x 了, 之 间 的 夹 角 。 对 于 IR 中 任意 向 量 x= 

o,f1 十 a,f;+40;fs， 其 坐标 表示 是 XX 二 (41/，0。，0s)， 经 过 变换 .x 

作用 后 变 为 


qi 
X= A : ~ (a.c0s0— a,sing, a,sin + a,.cos0, 03 )。 
根据 熟知 的 解析 几何 知识 ,这 个 结果 表明 变换 .x 的 作用 是 统 f 轴 
反 时 针 旋 转 6 角 。 通 常 采 用 符号 .x 一 Cr( 0 ) 表示 绕 过 原点 的 固 
定 轴 的 转动 变换 或 转动 ， 其 中 表示 转动 轴 ， 0 表示 转角 。 和 转动 
方向 由 右手 法 则 而 定 。 由 几何 直观 得 结果 
CaCO +P)=CAO)C(P)=C(P) C0 ), 
Ce 0)=CA(27— 0)=C.i(— 0 )。 
从 变换 角度 看 ，Cx(a ) 二 Cx(a 十 27)。 于 是 ， 得 到 系 4.1.1。 
系 4.1.1 特殊 正 交 群 SO( 3 ) 是 由 |R 中 绕 过 原点 的 轴 的 
所 有 转动 组 成 。 
关于 转动 反 演 也 有 简单 的 几何 解释 。 设 .x 是 任意 给 定 的 一 
个 转动 反 演 。 那 么 .x = 二 1x， 其 中 E20(3)。 由 系 4.1.1, 有 
k 和 0 ， 使 得 
% =x =ICi(T+0)= IC (rT) .C0), 
令 04= 二 Ci(7T)， 从 几何 直观 看 ，04 是 对 经 过 |R 的 原点 并 垂直 
于 类 的 平面 的 反射 。cx 在 标准 正 交 基 底 {f,，f,，f; 二 k} 下 的 


g0 


如 图 4-2 所 示 。 
因此 , 任何 一 个 转动 反 演 都 是 先 施行 对 于 某 个 轴 此 的 转动 变 
换 , 再 接着 作对 于 垂直 于 丰 的 平面 fs 
的 反射 变换 的 结果 ,通常 用 S;(9) / 
一 ICx( 9 ) 表示 转动 反 演 。 
系 4.1.2 实 正 交 群 O(3) 
是 由 绕 过 原点 的 加 的 转动 和 转动 
反 演 组 成 。 f 
下 边 讨论 群 SO (3) 和 0%) 
0( 3 ) 的 共 堪 类 。 图 472 
从 线性 代数 知道 ， 若 |R 的 一 个 线性 变换 .wx 在 基底 {e@e!,， es 
e,} 之 下 的 矩阵 表示 是 4， 那么 线性 变换 Fx ”在 基底 (Fe 
Fe:， 久 es 之 下 的 矩阵 表示 仍然 是 .1。 由 此 ， 闭 转动 C0) 在 
基 有 所 "fFf,，f,， 于 =k 之 下 的 矩阵 表示 是 
区 —Sing 0 


C(x 


sing cos 0 (4-6) 
0 0 1 

那么 Ci( 8 ) 的 共 轻 元 .xCi(90 ).x "(其 中 xYESO(3)) 在 基底 

(x ，Yf 了 ,，-xYf 了 f= 一 .xk} 之 下 的 矩阵 表示 仍然 是 式 (4-6)， 


于 万 有 


WCCO ) 一 CO)。 
男 一 方面 ，Cs( 0 与 Cx(8) 在 SO(3) 中 共 轿 ， 其 中 hh 是 任 
意 给 定 的 一 个 向 量 。 实 际 上 ，Ci( 0 ) 在 一 组 标准 正 交 基 {f,, ff， 
f ;之 下 有 如 式 (4-6) 的 甜 阵 表 示 ， 而 Ca( 0 ) 在 另 一 组 标准 正 
交 基 th,，h,，hhs} 之 下 也 有 同样 的 如 式 (4-6) 的 洽 阵 表 示 。 令 
线性 变换 .xy 将 fi; 变 到 (i 二 1，2，3)， 即 ff ;二 h;， 那 么 
ww EO(C3)。 于 是 有 
CO) = Cal 0 )=C( 0 )。 

这 里 常 注 意 ，Cs( 0)=Css( 9)， 其 中 4 是 正 实数 。 如果.zE 
SO(3), 那 么 Cr( 9) 与 C49) 在 SQ(3) 中 共 邹 ;如果 wY 己 
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OC3)\SO(C3)。 则 有 .7.xYESOC3 ) 和 
(FAICAO) FA) =C.(0),. 
设 变换 多 在 基 廉 伟 ,，h,.，hhs} 的 矩阵 表示 为 


-1 0 0 
0 1 0 |，, 
0 0 一 1 


那么 BES0O( 3)，BC-s( 4) 多 =C.s(n 人 多 (0) 二 Cs( 9 )。 再 考 
讶 Cx 7 十 0)， 其 中 0 二 0<<7。 有 

Ca T+0)=CA(T+0—27)=C.( 70)=C..(0), 其 
中 0<0 = 一 T 一 0<r。 最 后 ， 若 Cg)=Ca0)， 其 中 0 所 
gd ，9; 夺 TT， 必定 有 k= 二 +ah (xc>0)。 不 失 一 般 性 ， 设 w 
一 1。 对 于 CO 一 Ceb)， 当 且 仅 当 0=0 对 于 C4(0,)= 
C-xfp)， 当 且 仅 当 0,=0,= 7。 综 上 所 述 ， 得 到 如 下 命题 。 

命题 4.1.2 SO( 3 ) 的 任何 一 个 共 罗 类 都 由 转角 相同 的 所 
有 转动 组 成 。 备 转角 为 9 的 共 斩 类 由 C(40 ) 表示 , 那么 SO(3) 
的 全 体 共 思 类 为 集合 

(CC0)0 委 和 04 委 T)。 
进而 讨论 O43 ) 的 共 罗 类 。 先 考虑 
OxCal 0 )or =IC( T CA 0 CCT) LY 
一 Cc empA 0 )= CC- ( 0 )。 
由 此 ， 对 于 任意 的 .YEJ(3)， 有 
A OY!=C.,,( 0 ), 
其 中 & = det.xr。 对 于 任意 的 .YEO(3)， 再 考虑 
A IO) = OC 0 Jp 
= FO( RCA II 一 .ACTDJC CO 
=0, Cs 0 )= 0 0 )。 

由 此 结果 ， 再 仿照 前 面 的 讨论 ， 便 得 到 如 下 命题 。 

售 题 4.1.3 0O(3) 的 共 罗 类 有 二 种 类 型 ， 一 种 是 由 所 有 和 转 


ie 


®@ Wh)= Bh 
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和 角 为 96(0 过 6 过 7) 的 转动 组 成 的 共 斩 类。 另 一 种 是 由 所 有 转角 
为 (0 委 0 委 工 ) 的 转动 反 演 组 成 的 共生 类 。 


$4.2 吹 几 里 得 秤 


欧 几 里 得 群 与 大 家 熟知 的 欧 几 里 得 几何 有 着 密切 的 关系 。 三 
维 空间 的 正 交 群 和 物理 学 中 的 刚体 运动 群 都 是 本 节 介 绍 的 欧 儿 里 
得 群 的 子 群 。 

定义 4.2.1 三 维 欧 几 里 得 空间 有 到 |R 之 上 的 保持 任意 两 
点 之 间距 离 不 变 的 变换 丁 ， 即 

ITx—Tyll=|llx—yll, *, »EIR, 
称 为 等 距 变换 。 

注意 ; 这 里 不 要 求 变 换 了 是 线性 的 ， 而 只 是 把 了 看 作 保持 距 
离 不 变 的 |R 中 元 素 的 一 个 置换 。 显 然 ， 等 距 变 换 必 定 是 保 长 变 
换 。 令 天 (3 ) 是 作用 在 IR" 上 的 所 有 等 距 变 换 的 集合 ， 有 以 下 
定理 。 

定理 4.2.1 (3) 成 群 。 称 EE(3) 为 三 维 空间 |R 的 欧 几 
里 得 群 。 

证 明 ”显然 ， 恒 等 变换 是 在 已 (3 ) 中 。 对 于 TEE(3), 册 
于 了 是 疏 : 到 |R 之 上 的 等 距 变换 , 则 它 是 |R 到 人 R 之 上 的 一 一 变 
换 ， 因 此 了 是 IR* 上 的 可 道 变换。 能 验证 7 ”也 是 等 距 变换 。 设 
x 和 y 是 | 有 R: 中 任意 两 点 , 而 且 T*'x=u, 7 7 一 已。 2x 一 
= 一 可 = 一 To=|lx 一 y, 于 是 六 所 EC3) 若 bo 
T,EE(3)， 易 验 7T,:7,EE(3)。 因 此 EE(3) 成 群 。 

系 4.2.1 0(3) 是 EC3) 的 子 群 ， 而 且 O( 3 ) 的 每 个 元 
素 均 使 原点 保持 不 动 。 

进而 ， 有 如 下 定理 。 

定理 4.2.2 使 原点 不 变 的 |R 的 等 距 变 换 一 定 是 线性 变换 。 
因此 ，0O0(《3) 是 由 E(3 ) 中 使 原点 不 变 的 等 距 变换 全 体 所 组 成 。 

为 了 证 明 此 定理 ， 需 要 几 个 引 理 。 

在 欧 几 里 得 空间 中 ， 如 果 两 个 点 是 不 同 的 ， 则 说 两 个 后 是 万 
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关 的 ， 如 果 三 个 点 不 共 线 ， 则 说 这 三 个 点 是 无 关 的 ; 如 果 四 个 点 
不 共 面 ， 则 说 这 四 个 点 是 无 关 的 。 

引 理 4.2.1 设 了 为 等 距 变 换 , 车 了 有 两 个 无 关 的 固定 上 所, 则 
过 这 两 点 的 直线 上 的 每 点 都 是 了 的 固定 点 ， 若 了 T 了 有 三 个 无 关 的 固 
定点 ， 则 过 这 三 点 的 平面 上 的 每 点 都 是 7 了 的 固定 点 ， 若 TT 有 四 个 
无 关 的 固定 点 ， 则 了 是 恒 等 变换 。 

证 明 设 .x 和 ?是 了 的 两 个 无 关 固 定点 ， 亿 是 过 xx 和 y 的 
直线 上 i! 任意 选 定 的 一 点 。 由 ww 相对 x 和 的 位 置 ， 有 zw 一 
Xl 二 |xw 一 y=|ix 一 yl|， 或 者 lw 一 yl 一 ww 一 xl|=llx 一 yl|， 或 
者 上 ww 一 Xj 一 lw 一 y=||x 一 yll。 根 据 初等 几何 中 三 角形 两 边 长 
度 之 和 与 第 三 边 长 度 的 关系 ， 上 边 的 任何 一 种 情况 都 有 /ww 在 过 
x 和 y 的 直线 上 。 进 而 ，Teo 在 以 x 为 中 心 ， 以 1x 一 tw 长 为 半 
径 的 球面 上 ， 同 时 在 以 y 为 中 心 ; 以 ly 一 wl 长 为 半径 的 球面 上 。 
因此 ，7 = 二 ww， 了 使 直线 【上 每 点 不 动 。 

设 x，y 和 % 是 T 的 三 个 无 关 因 定点。 过 x、y 的 直线 为 和 
过 y、% 的 直线 为 !, 和 过 xw、zz 的 直线 为 fp。 由 上 面 的 讨论 ，7 
使 这 三 条 直线 部 、4 和 !; 上 的 每 点 都 保持 不 动 。 在 过 x，y 和 和 %z 
这 三 点 的 平面 上 任 取 一 后 X90。 设 ww 不 在 l, /， 和 ls 上 ， 过 x% 种 
w 的 直线 | 必定 与 过 wy 和 交 的 直线 部 相交。 根据 上 面 的 讨论 ,7 
使 x 和 交点 不 动 ， 因 而 了 使 四 不 动 。 车 ww 在 某 个 直线 i 上, 显 
然 荆 使 m 不 动 。 

由 完全 类 似 的 讨论 可 知 ， 若 了 使 四 个 无 关 点 不 动 ， 则 了 使 空 
间 中 每 个 点 都 不 动 ， 即 7 了 是 恒 等 变 换 。 

引 理 4.2.2 如 果 等 窍 变 换 T 有 至少 个 无 关 固 定 扎 ， 形 为 
0，1，2，3，4 之 一 ， 则 了 可 分 解 为 至 多 4-R 个 反射 之 积 。 

证 明 首先 假设 = 4。 由 引 理 4.2.1， 这 时 等 窍 变 换 为 便 
等 变换 ， 它 是 零 个 反射 之 积 。 如 果 全 关羽， 必定 有 有 委 3 和 存在 
一 点 y， 使 得 Ty 大 yy 。 设 TT 的 个 无 关 国 定点 是 Yi，…，x%kt, 过 线 
段 (y，7y] 中 点 、 且 垂直 于 过 y 和 7 志 y 的 直线 1 的 平面 为 4。 由 
于 / xi; 一 2%， 和 jx; 一 ?=||x， 一 人 yll, 则 x; 全 都 位 于 平面 4 上 ,于 
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是 等 短 变 换 or 了 使 得 y 和 x,…, x 都 不 动 ， 而 且 交 与 xp 
Xx 和 钓 成 了 的 十 1 个 无 关 固定 点 。 按 此 重复 至 多 4-& 次 ， 即 在 
了 后 面 跟随 至 多 4-R 个 反射 后 ， 便 得 到 恒 等 变 换 , 这 等 价 于 说 T 
是 至 多 4-R 个 反射 的 乘积 。 

定理 4.2.2 的 证 明 由 引 理 4.2.2 可 知 ， 竺 矩 变 换 是 反射 之 
积 。 而 使 原点 全 动 的 等 矩 变换 ， 其 反射 因子 是 过 原点 的 直线 所 决 
定 ， 革 其 反射 必 形 如 cks，cx 是 线性 变换 ， 了 是 线性 变换 之 积 。 因 
面 了 是 线性 变换 。 

现在 可 以 说 ， 欧 几 里 得 几何 实际 上 就 是 研究 欧 几 里 得 空间 在 
欧 几 里 得 群 忆 (43 ) 作用 下 图 形 的 不 变性 质 。 

对 于 aEIR ， 考 虑 作用 在 了 上 的 变换 了。， 

I os XX—>X 十 aq， 对 所 有 XEIR’。 
显然 ， 久 ,与 E(3)。 称 7, 为 平移 变换 或 平移 ,所 有 平移 变换 的 
代 合 ， 用 7T(3 ) 表示 ， 是 已 (3 ) 的 一 个 可 换 子 群 。 

定理 4.2.38 (1)7T(3)<E(C3), EC(3)/T(3)0(3), 

(2) E(3)==7T(3)XO0(3), 即 开 (3) 是 了 43) 和 
O(3) 的 半 直 积 。 

证 明 (1) 设 9 ET7(03) .700)=a， 这 里 0 是 零 向 量 ， 
也 就 是 原点 。 那 么 《.。)(0 )== 0。 根 据 定理 4.2.2，. 关 -。 
一 人 OC03) 一 .9 syY。 为 方便 起 见 ,将 六 记 为 = (a， 
x )。 由 于 T(3)[10(3)=E， 了 的 这 种 表 法 是 办 一 的 。 对 于 
O( 3 ) 的 任意 给 定 的 一 个 元 素 . 罗 和 |R 的 任意 给 定 的 一 个 元 素 
xX， 有 

BT BR) = BT (BCX) = BB (Xx) +a) 

=X 二 Ba)=7 ,0 (NX) 
于 是 多 了 .8 二 广 sw 忆 7T(3)， 这 说 明 7T(3)<dE(3)。 考 虑 
映射 ”: EE(3)->O0(3), 它 由 v((aq，.x))=.x 给 出 。 不 难 验 
证 , »” 是 同 态 映 上 ,vr 的 核 Ker? =T(3), 因 此 EC(3)/T(3) 闫 
O( 3 )。 
(2) 在 《1) 的 证 明 过 程 中 已 经 得 到 了 (2 )。 进 而 给 出 半 
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直 积 乘法 形式 。 这 只 需 计 算 
(asx )(b, B(x)=(a,.% (B(xX)+b) 
= BX)+ b+i+a=(at+wb,.w .8)x, 


由 此 得 到 
(a,.x )(b,.B8)=(a+.xb,.% .3), 
这 叉 是 通常 四 半 直 积 的 乘法 形式 。 
令 集合 


O(3)={xEE(3 )|sa 一 ah)， 
显然 ，O 人 3 ) 是 EE(3) 的 子 群 。 阁 .wxrEOc 3 )， 那 人 么 
Tay (0 )= 0, 

即 .天 .wz 全 0O(3 )。 于 是 有 如 下 命题 。 

命题 4.2.1 0.(3)=.7 .0(03)."11， 即 0.(03 ) 与 正 交 群 
O(3) 通过 了 了 , 苍 。 称 0.( 3 ) 是 关于 点 a 的 正 交 群 ( 注 意 ， 
这 时 将 a 看 作 空 间 中 的 点 )。 

由 此 结果 得 知 ， 对 于 .x Os(3)， 必 存在 .x 全 0O(3),， 使 
得 x = 了 oz.9 a。。 从 几何 直观 来 看 ，.wx 是 绕 过 点 a 的 轴 的 转 
动 或 转动 反 演 。 确 切 地 说 ， 若 .x 一 Cx(0)， 那 么 以 通过 点 a 
(指向 量 a 的 端点 ) 且 与 向 量 尺 平行 的 直线 1 为 轴 ， 将 x 一 a 党 
向 量 a 平行 移动 到 过 a 点 ， 再 将 它 绕 1 轴 旋 转 0 角 , 就 得 到 .ws。 
这 可 由 图 4-3 表 之 。 


图 4-3 


辽 身 (a,.x)>det.xf 定义 了 E(3) 到 {1, 一 1) 组 成 的 2 阶 
循环 群 C; 之 上 的 一 个 同 态 ， 其 核 用 EE(3) 表 示 ,， EC(3)'= 人 (qa; 
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2 )E(3 )|det.y = 1}。E(3) 就 是 物理 学 中 熟知 的 刚体 运动 
群 ， 也 称 户 (3 ): 为 正常 欧 几 里 得 群 。 


3 4.3 (3) 的 离散 子 群 
设 S 是 空间 |R' 的 子 集 ， 集 合 
Gs=— {FEE(3)7S=S) 

是 (3) 中 将 S 映 到 S 之 上 的 所 有 变换 的 集合 。 显 然 ， Gs 是 
E(3 ) 的 一 个 子 群 , 称 G; 为 S 的 完全 对 称 群 .而 把 Cs 的 子 群 称 为 
S 的 对 称 群 。 这 里 S$ 的 对 称 群 的 定义 与 抽象 对 称 群 的 定义 是 一 
致 的 。 

例 4.3.1 S 二 I|R"，5S 的 完全 对 称 群 Gs= EE(3 )。 

例 4.3.2 S= 中 心 在 原点 的 单位 球 ，Gs 二 O( 3 )。 

例 4.3.3 S=‘ia}, Gs= {EE}?。 

集合 S 的 对 称 群 是 反映 它 的 对 称 性 质 ， 因 而 寻找 所 有 可 能 的 
对 称 群 的 问题 ， 不 管 是 从 几何 学 还 是 物理 学 的 角度 ， 乃 至 群 论 本 
身 而 言 ， 都 是 一 个 十 分 重要 的 、 有 意义 的 问题。 为 此 ， 首 先 需 要 
对 瑟 ( 3 ) 的 子 群 进行 分 类 。 这 是 一 个 十 分 困难 的 问题 。 但 在 目 然 
科学 中 经 常 出 现 的 对 称 群 只 有 两 种 类 型 ， 离 散 群 和 李 群 。 这 两 类 
群 在 数学 上 各 有 处 理 的 一 套 办 法 。 由 于 篇 幅 的 限制 ， 本 书 不 讨论 
李 群 ， 而 只 讨论 有 限 离 散 群 。 对 李 群 有 兴趣 的 读者 可 参见 参考 文 
献 [11、12) 等 等 。 

定义 4.3.1 离散 群 G 是 EC(3) 的 一 个 子 群 ， 它 满足 性 质 ， 
对 于 |IR ”中 任意 给 定 的 点 x 和 任意 取 定 的 球 B,， 


B,= {> EIR'T HI 委 了 ”》)， 


在 x 的 G- 轨 道 (参见 $2.2) 中 具有 有 限 个 点 包含 在 8, 中 。 
当然 ， 巨 ( 3 ) 的 每 个 有 限 子 群 必定 是 离散 群 .再 看 几 个 例子 。 


3 
例 4.3.4 G={7F,.EE(3 )la = 2 aei QEZLZ, i= 


i= 1 


1; 2 ，3 } 是 无 限 离散 群 。 这 里 多 是 整数 集合 。 
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3 


例 4.3.5 G’={F ,EE(3 a= > Ud,@j, Aaj Q， 1 一 


1 = 1 


1 ,2 ，3 ) 不 是 离散 群 ， 这 里 QQ 是 有 理 数 集合 ,这 丰 因 为 具有 形 尺 


3 
a 一 》 qje;，Q;EEQ, 而 且 满足 ||x 十 all| 之 ? 的 a 有 无 穷 多 个 ， 


上 = 


这 意味 着 x 的 ] Cr -轨道 在 球 bp, 中 有 无 穷 多 个 点 。 
例 4.3.6 G=<GC(0g)10 = 一，G 不 是 有 理 数 >。G 不 


~ 
是 离散 子 群 。 事 实 上 ， 对 于 iR 中 任意 给 定 的 点 %, 可 选取 7 足够 
大 (只 要 7 > 二 xl 使 得 集合 C 包含 在 BB 之 中 。 取 Gk， a 全 
IR，CA(0)1(x)，1 = 二 0,1,2,…, 全 不 相同 ， 但 他 们 全 包含 
在 B; 之 中 。 因 此 G 不 是 离散 群 。 

下 边 主 要 讨论 有 限 范 围 集合 S( 即 S 可 包含 在 一 个 充分 大 的 
球 B, 之 内 ) 的 离散 对 称 群 的 性 质 。 

定理 4.3.1 令 S 是 |R 中 的 非 空 的 有 限 范 围 集 合 , CG 是 3 的 
离散 对 称 群 。 那 么 至 少 存在 一 点 》EIR’, 使 得 G 中 每 个 元 素 9 都 
有 9y 王 >y， 即 群 G 的 所 有 元 素 至 少 有 一 个 公共 不 动 点 。 

证 明 到 xES， 考 虑 包含 x 的 G- 轨 道 ， 邯 集合 

G= {9:| 9 EG}, 


设 集合 S 包 含 在 球 B. 之 中 。 由 于 G 是 S 的 对 称 群 ， 有 GCSC 
B,。 再 根据 G 是 离散 解 集合 G:{18.= 二 Gx 只 有 有 限 个 的 。 设 


G, = 《Wi 一 和 2， ‘Xs 


S1 x;。 证 明 y 就 是 群 G 的 公共 不 动 点 。 实 际 上 , 任 


取 9 己 G，gy 一 一 2) gxi。 因 为 有 aEiR* 和 .zxGO(3), 使 


1 1 
得 9 二 9。 x。 由 于 G 是 有 限 范围 S 的 对 称 群 ， 坡 入 S， 它 具 
性 质 :1s 二 max ljxl| lxE S}， 要 使 得 gz 所 S$， 从 能 是 a= 0。 
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dE 
be 
~ 


9xi， 这 正 不 所 新 言 的 。 另 外 ， 不 难 有 出 ， 


‘(9X1, OAMKo GX) = XX Ns 
于 是 gy 二 y， 定 理 得 证 。 
” 系 4.8.1 EA(3) 的 任何 一 个 有 限 子 群 G 在 IiR 中 都 有 一 个 
公共 不 动 点 。 

证 明 取 IR” 中 任意 一 点 x， 令 S =Gx, 那么 G 是 有 限 集合 
9 的 离散 对 称 群 。 由 定理 4.3.1 便 得 到 本 系 。 | 

定理 4.3.2 设 G 是 EE(3) 的 离散 子 群 , 而 且 G 的 元 罕有 公 
共 不 动 点 y%， 那么 G 是 使 点 y 固定 的 转动 和 转动 有 反 演 构 成 的 正 交 
禾 O,( 3 ) 的 一 个 有 限 子 群 。 

证 明 取 球 B, 是 以 yy 为 球 心 、7 为 半径 的 球 。 令 Xl/，XX;， 
Xs;，%4 是 球 B, 中 不 共 面 的 4 个 点 和 9 所 C，|9x 一 了 =|9x, 一 
9 省 =|% 一 yj 和 了， 这 表明 2 的 G- 轨 道 G, 位 于 Bi, 之 中 。 由 
于 G 是 离散 群 ， 赔 有 ICG.|<c， 即 集合 49xi 上 9 EG}=Gs 是 有 限 
集合 ， 另 一 方面 ， 若 有 ASEG， 使 得 gx =Axi，i =1，2，3， 
4， 根 据 引 理 4.2.1， 有 29 一 An。 即 9 被 ga， 一 1，2，3，4 
这 4 点 完全 决定 。 于 是 JjG| 委 IGCCc: ccG. < ce， 即 G 是 有 限 
群 。 定 理 的 其 余部 分 是 显然 的 。 

由 定理 4.3.1 和 定理 4.3.2， 立 即 可 以 得 到 系 4.3.2。 

系 4.3.2 有 限 物 体 的 离散 对 称 群 G 总 是 一 个 有 限 群 ， 它 
与 O( 3) 的 一 个 有 限 子 群 K 共 轿 。 确 切 地 说 ,. 了 ,Gy = 天 ,其 
中 ,EB5B(3)，KCO(3), 而 且 K 是 了 了 ，S 的 对 称 群 。 

对 所 有 有 限 对 象 的 离散 对 称 群 进行 分 类 的 问题 ,根据 系 4.3.2 
可 归结 为 给 出 O(3 ) 的 所 有 有 限 子 群 的 问题 。 另 一 方面 ,在 物理 
学 上 共 轿 对 称 性 又 是 不 可 区 分 的 ， 这 天 明定 出 O(3 ) 的 在 限 子 尾 
是 有 实际 意义 的 。O (3) 的 任意 一 个 有 限 子 群 剖 育 一 个 周 定 上 后， 
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所 以 称 为 点 群 。 只 含有 转动 的 点 群 称 为 第 一 类 点 群 ， 含 有 转动 和 
全 区 流 站 民生 生生 全 一 类 点 群 。 这 一 类 太 群 之 间 的 关系 由 下 痢 
定理 4.3. 3 设 G 是 0(3) 的 有 限 点 群 , 而 群 K=Gf 
SO(3)， 即 K 是 G 的 转动 子 群 ， 那么 群 G 和 群 长 之 间 的 关系 只 
可 能 是 下 面 3 种 情况 之 一 : 
(1)G=AK; 
(2) G 一 KUIK， 其 中 了 是 反 演变 换 ， 
(3) GK,， IT 儒 G 和 G 人 守 G'=KUK'*， 其 中 
AK’'={[gl9 EG\K}, 
证 明 考虑 CG 到 2 阶 循环 群 的 映射 det，det: GC,={1, 
一 1》， 上 喘 像 det 的 核 为 KK，K 了 <G。 下 边 分 两 种 情形 讨论 。 
(a) G= 二 KK， 那 么 G 为 第 一 类 后 和 群 。 这 正 是 情形 (1 )。 
(b) GK， 于 是 [G:K=2， 和 


G=KlUg.K, 
其 中 9。 是 转动 反 演 。 
(i) 若 TEG， 则 TEg,K，1K = 二 go 尺 ， 于 是 
G=KUIK, z 


G 是 第 二 类 点 群 ， 这 是 情形 (2 )。 | 

(ii) 车 1 兰 G。 设 G = {K,JK), 那 么 G/ 是 第 二 燃点 群 。 今 

| 全 一 人 gg EG\K), i 
革 易 看 出 ，K’'f1K= 中 ,IK "1=|K|,。 令 

G+=KljK*, 

将 证 明 C* 兰 CG， 这 正 是 情形 《3 )。 

首先 ， 验 证 C" 成 群 ， 主 要 验证 G' 对 乘法 运算 封闭 ,事实 上 ， 
G:* 的 元 素 总 可 表 成 1' 9， 其 中 9 EEG， 和 如果 9 EK， c= 03 
如 果 g9gE&'，*e 一 1。 那 末 

1'1g9,:1'29,=1"1"'2g1: 09° 

如 果 gi1'9; 伺 K， 即 det(g919;) = 1， 则 只 可 能 是 g,，g: 忆 EK 或 者 
gs 92FEK, 而 这 两 种 情况 下 均 有 {和 2= EE， 于 是 六 六 29 092G 
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KCGt。 如果 9 90: 从 类，det (gi1'9s)= 一 1， 那 么 有 且 愉 有 一 
个 g: 帮 太 。 设 gi 全 K，9:EK， 于 是 1'*'2= 本, 919; 信 G\K, 即 
iz2gj.g: 伺 人 人 CG。 由 此 易 知 ，G? 成 群 。 考 虚 G 到 G' 的 映射 
cc: GG'， xd(9g)= 9。 易 验证 ， 5 是 群 同 态 员 上， 再 由 
IGI=IGI， 得 到 < 是 群 同 构 ， 即 G 兰 C*， 定 理 得 证 。 

由 定理 4.3.3 可知 ， 只 要 给 出 了 所 有 的 第 一 类 氮 群 ， 就 可 构 
造 出 所 有 的 第 二 类 点 群 ， 而 且 定 理 4.3.3 的 3) 给 出 了 上 由 第 一 
类 点 群 到 第 二 类 点 群 的 非 平凡 构造 。 

下 边 ， 在 进一步 讨 沦 点 群 之 前 ， 先 通过 正 多 面体 的 对 称 群 给 
出 一 些 具体 的 例子 。 


$ 4.4 正 多 面体 和 它们 的 对 称 群 


中 学 的 立体 几何 课本 中 就 已 经 介绍 了 正 多 面体 的 定义 、 种 类 
及 构成 。 在 这 节 ， 主 要 讨论 正 多 面体 的 对 称 群 。 事 实 上 ， 正 多 面 
体 " 鸭 对称 群 都 是 3 维 空间 正 交 群 O(3) 的 有 限 子 群 即 都 是 
反 群 。 

回忆 一 下 关于 正 多 面体 的 知识 。 

上 先知 要 全 价 的 模仿 。 在 三 维 菊 几 里 得 空间 中 ,一 个 图 形 4 
和 A, 等 价 ， 当 旧 仅 当 存在 E( 3 ) 中 的 一 个 元 素 9 ,使得 9 (4) = 
A,， 即 指 变换 9 作用 在 图 形 4, 上 便 得 到 4。 

所 谓 的 正 多 面体 指 的 是 满足 下 面 三 个 条 件 的 一 种 凸 多 面体 

(i ) 多 面体 的 表面 都 是 一 些 彼 此 等 价 的 正 多 边 形 ; 

(ii) 多 面体 的 角 项 都 等 价 ， 

(iii) 多 面体 的 楼 边 都 等 价 。 

设 正 多 面体 的 所 有 面 都 是 正 1 边 形 ， 在 每 个 顶点 相交 的 楼 数 
都 是 处， 由 于 凸 包 面 角 的 所 有 面 角 之 和 小 于 27, 则 下 面 的 不 等 式 
成 立 : 

一 2 or, 


由 此 不 等 式 ， 再 注意 到 mm 和 ”只 能 取 正 整数 ， 而 且 m,n 之 3, 得 
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到 + 和 mw 的 可能 值 (n,m) 为 ， 


再 由 著名 的 欧 拉 Euler) 公式 : 
面 数 十 顶点 数 = 楼 数 十 2 ， 

便 可 求 出 全 部 可 能 的 正 多 面体 。 确 切 地 说 ， 若 设 》 表示 面 数 ，x 

表示 顶点 数 ， 则 有 方程 组 ， 


MX 一 47 
x 十 一 -十 2 


此 方程 组 的 解 ， 

(i) (n,m)=(3,3): y=4, X= 4, 

(ii) (n,m)=(3,4): y=8, X=6, 

(ii (nym)=(3,5): y=20, x=12, 

(iv) (n,m)=(4,3): »》-=6, X= 8, 

(YY) (n,m)=(5,3): Y=12,， X=20, 

于 是 ， 上 面 (2#，7z) 的 每 一 组 什 都 叭 一 直 决 定 了 可 能 的 一 个 正 多 
面体 ， 它们 分 别 是 ， 

(i ) 正四 面体 。 

(ii) 正八 面体 。 

(iii) 正二 十 面体 。 

(ivy) 正六 面体 。 

(Y) 正 十 二 面体 。 
关于 这 5 个 正 多 面体 的 存在 性 ， 是 大 家 熟知 的 。 于 是 得 到 ， 有 而 
且 只 有 上 面 5 个 正 多 面体 。 

下 面 找 每 个 正 多 面体 的 旋转 对 称 群 和 完全 对 称 群 。 一 个 物体 
4 的 旋转 对 称 群 是 指 集合 

R(A)={9ESO0(3) 9(A)~ 4), 
其 中 9( 4A)~ 4 是 指 物体 4 被 9 作用 后 ， 得 到 的 4, 二 9(A) 与 
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4， 就 它们 在 空间 的 位 置 和 取 问 ， 是 完全 无 法 区 分 的 。 例 如 ， 位 
于 平面 ga 上 的 一 个 正三 角形 4， 绕 过 它 的 中 心 且 和 导 直 于 平面 a 的 
家 线 旋转 Xx， 得 到 的 三 角形 与 原来 的 正三 角形 4， 就 它们 在 空间 
中 的 位 置 和 取向 来 看 ， 完 全 无 法 区 分 。 物 体 4 的 完全 对 称 群 是 指 
集合 
C(A)={9EO0(3)9(A)~ A}, 

显然 ，R(A) 和 C(A) 分 别 是 SO(3) 和 OC(3) 的 子 群 。 这 
两 个 群 均 称 为 物体 A 的 对 称 群 。( 注 意 ， 这 里 对 称 群 的 定义 与 
8$ 4.3 中 给 出 的 是 一 致 的 ， 但 这 里 比较 局 限 。) 由 于 OK3 ) 是 由 
绕 过 原点 的 轴 的 旋转 所 组 成 ，O (3 ) 是 由 旋 轴 及 旋 轴 反 演 所 组 
成 ， 因 此 要 找 4 的 对 称 群 ， 只 需 
找 出 全 部 满足 9(4)~ 4 的 旋转 
及 旋 禾 反 演 即 可 。 

(1) 正四 面体 的 对 称 群 

对 于 正四 面体 48CD， 先 选 
定 直 角 坐 标 轴 。 取 过 边 4D 的 中 
点 和 BC 的 中 点 的 直线 为 z 轴 ， 
过 边 48 的 中 点 和 DC 的 中 点 的 
直线 为 >》 轴 ， 这 两 条 直线 的 交点 
0 为 原点 ， 过 0 作弄 直 于 平面 》-? 的 直线 为 x 轴 。 

正四 面体 的 所 有 可 能 的 旋转 是 ， 

(i) 绕 z 轴 旋转 180 ， 即 变换 Cr)， 色 表示 沿 > 轴 的 单 
位 向 量 ， 其 方向 由 图 给 出 : 

(ii) 绕 y 轴 旋转 180 ， 即 C 作 工 ) 

(iii) 绕 x 轴 旋转 180 ， 即 Cl) 


(iv) 以 过 点 4 和 原点 o 的 直线 为 轴 转 一 和- 人- =，, 即 


Cr( 和 名) 和 Co (各 -*) 


(v) 以 过 点 8 和 原点 0 的 直线 为 轴 转 -5 和 -3- 名 


图 4-4 


了 703 


4 
Co (等) 和 Css( 
4 


(vi) 以 过 点 C 和 原点 2 的 直线 为 轴 转 -和 -5 x， 即 


Co (等 ) 和 和 cd 于 和 ) 
(vii) 以 过 点 轧 和 原点 0 的 直线 为 轴 转 和 一 一 x， 妓 
pA 4 
Cw 《和 ) 和 co- 人 
(viii) 单位 变换 五 。 
以 上 这 12 个 元 素 组 成 了 正四 面体 的 旋转 对 称 群 ， 用 了 表示 该 


群 。 了 的 共 斩 头 是 : 
EF， 3C,, 8C 


这 里 3C:， 表 示 由 3 个 旋转 角 为 -的 旋转 变换 组 成 一 个 共 地 


类 ，8C, 是 指 此 共 罗 类 出 8 个 旋转 角 为 -的 旋转 组 成 。 以 后 也 


用 此 法 来 表示 共 斩 类 。 
正四 面体 所 有 可 能 的 旋转 反 演 是 ， 


Ci ) 绕 z 轴 的 施 转 反 演 S: (3),，S:( -2 ) = Ce (x)， 
ss 
Gi 绕 y 轴 的 旋转 反 演 S37)，S,(-2 ) = Cy (zh)， 
3 
开 


(ii) 绕 x 轴 的 旋转 到 演 So 人 3) 5 ) = CC)， 


3 
(了 )-s( 二 7) 


(iv) 分 别 过 下 面 6 个 平面 的 反映 cb cs…ce OBC,08D， 
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OBA, OCD, OCA, ODA, 
以 上 这 24 个 元 素 组 成 了 正四 面体 的 完全 对 称 群 ， 用 /表示 
该 群 。 了 .的 共 斩 类 是 ， 
F, 8Cs, 3C,, 6S,, 60, 


这 里 6S, 是 指 这 个 共 恩 类 由 6 个 转角 为 的 旋转 反 演 组 成 ， 60 


是 指 苍 类 由 6 个 反映 组 成 。 

(2 ) 正八 面体 的 对 称 群 

先 选 定 坐 标 轴 。 令 过 相对 项 反 的 
三 条 直线 分 别 为 3 个 坐标 轴 ， 如 图 
4-5 所 示 ， 其 交点 0 为 坐标 原 乓 。 


正八 面体 所 有 可 能 的 施 转 是 ， 
Ci) 分 别 以 A4, BB’, CC’ 图 4-5 
为 轴 施 转 -了 ,这 些 变换 是 C:(- )，C,( -3 ) CC 人 -全 ) 进 


而 由 它们 生成 的 变换 是 CCr), C:( 三 =) CCz) Ci( 壮 ) 


C(x), C(—3- 7 ) 


(ii) 设 过 相对 棱 边 中 点 的 直线 分 别 为 H，[,…,16。 分 别 以 
1, 1,, …,lo 为 轴 旋 转 7 ,得 到 变换 Ci, (Xx )， Ci,( TFT ) CO (A ) 。 
(iii) 设 过 相对 三 角形 表面 的 中 心 的 直线 分 别 为 /1， A 3 


,分别 以 亿 仿 克 攻 为 轴 施 加-*， 得 到 变换 Cis( -3 ) 
2 

1 cu( 3 ) “ 

ca 人 =). 


(iv ) 单位 变换 。 
以 上 这 24 个 元 素 是 正八 面体 的 记 有 可 能 的 旋 轴 对 称 变换 , 它 
们 组 成 24 阶 旋 乱 对 称 群 ， 用 O 〇 表示 该 群 。O 的 共 力 尖 是 ， 


r ). 进而 由 它们 生成 的 变换 是 cu( 3 
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E, 6C,, 9C,, 8Cs。 
正八 面体 所 有 可 能 的 旋转 反 演 是 ; 


(i ) 分 别 以 直线 44 。BB'，CC' 为 轴 旋 转 一 -的 旋 轴 反 
演 及 它们 生成 的 元 素 


Si( 二) Sr)=C, 7), Si 


sj 二) Sr)=C-(z)，S4 -I 7), E. 


(ii) 以，f，6， 为 轴 的 旋 轴 反 演 及 它们 生态 的 元 素 ， 


这 里 了 是 反 演变 换 。 
Giii) 以 为 反 演 中 心 的 反 演 T， 了 = Sx( -2 ) 。 
Giv) 分 别 对 下 面 3 个 平面 的 反射 〈 和 参见 系 4.1.1 下 面 ) 55 


O ss 


ABA’B’, CBC’B’, ACA’C’, 
(TY) 通过 两 个 顶点 并 且 平 分 一 对 相对 校 边 的 平面 有 6 个 。 设 
这 6 个 平面 分 别 为 01，0;,…,0。( 请 读者 自己 列 出 这 六 个 平面 )。 
相对 这 6 个 平面 的 反射 仍 用 01，…,06 表示。 
将 上 面 得 到 的 变换 去 掉 旋转 变换 及 重复 的 , 剩 下 的 24 个 变换 
就 是 全 部 旋转 反 演 变换 。 
以 上 这 48 个 元 素 组 成 了 正八 面体 的 完全 对 称 群 ， 必 0， 表示 
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FE, [, 6C,, 9C,, 8C,, 6S,, 896, 30s, 60u, 
(3 ) 正二 十 面体 的 对 称 群 
选 定 坐标 系 。 连 绪 相 对 顶点 
A 和 A 得 线段 44 ， 取 此 线 段 
的 中 心 作 为 坐标 原点 ， 过 04 的 
直线 取 为 z 轴 ， 在 过 原点 垂直 于 
z 轴 的 平面 上 选 x 轴 和 2》 轴 ， 使 
之 成 为 直角 坐标 系 。 
下 二 十 面体 了 所 有 可 能 的 旋转 
是 ， : 
(i) 过 A4’, BB’, CC’， 图 人 46 
DD’, EE’, FE/' 的 直线 分 别 用 4， L,， "py ls 表示。 分 别 以 


1,，…，l。 为 轴 旋 转 “二 的 变换 ， 及 它们 生成 的 变换 是 ， 


2 2 2 
Ci -二 Co) 9 Ca( 9 
? == 1 3 2 J 3 9 4, 

(ii 过 相对 表面 中 心 的 直线 有 10 条 。 例如 过 面 4CD 的 中 心 
和 面 4C’D’ 的 中 心 的 直线 ， 分 别 用 有 ，R,，…:，Rio 表 示 这 10 
条 直线 。 以 k，…，&o 为 轴 旋 转 一 一 + 的 旋转 变换 ,它们 生成 的 
变换 是 : 

cu 人 s r) ， 一 ]，2，m10， j= 二 1， 4 。 

(iii) 过 相对 楼 边 中 点 的 直线 有 15 条 。 例 如 过 校 边 AC 的 中 
点 和 4’C’ 的 中 点 的 直线 ， 分 别 用 my，m，…，mis 表示 这 15 条 
直线 ，。 yi LT LT 为 轴 转 的 旋转 变换 和 它们 生成 的 变 
换 是 ， z / 


Cm (7), j= 1， 2 ，… 19} 已 
(iv) 单位 变换 E， 
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以 上 这 60 个 旋转 变换 是 正二 十 面体 记 有 可 能 的 旋转 对 称 , 它 
们 组 成 60 阶 旋 轴 对 称 群 ， 用 Y 表示 该 群 。 按 共 轿 类 列 出 为 。 
EF， 12(L6， 12L 5 20C;,, 15C, 
4 2 
注意 ，Ci, (2 ) 与 cv (二 =) 共 轮 ,Ci (~-*) 与 


2 
D 3 
Ci,( 二 = ) 共 声 。 


正二 十 面体 的 所 有 可 能 的 旋转 反 演 古 ， 
(Y ) 分 别 以 4， l,, "9 i (参见 (i )) 为 轴 的 旋转 反 演 


S (下 ，j 一 1，2， 6， 一 1，3，5，7，9。 其 中 


9 
(vi) 分 别 以 局， 有 ，…，R (人 参见 〈i)) 为 轴 的 旋转 反 演 


是 Se ( -2 ) ， 1=1，2，.， 10，7=1，3，5。 其 中 
S, (7 ) =]。 
(vii) 有 15 个 反 映 平面 ， 其 中 每 个 反映 平面 过 一 对 相对 棱 
边 。 例 如 过 CDC’ DD’ 的 平面 ,用 0,，0:，…，01s 表示 由 这 15 个 
反映 平面 决定 的 反映 。 
以 上 这 120 个 变换 是 正二 十 面体 的 全 部 旋转 和 旋转 反 演 ， 它 
们 构成 了 正二 十 面体 的 完全 对 称 群 用 了 了， 表示 该 群 。 共 斩 类 列 
出 为 ， 
EFE,12C,, 12C:, 20C,, 15C,, 12S 10, 12530,20S56, 1 ,150, 
其 中 C4 是 指 绕 某 轴 旋 转 -一 -这 一 旋转 变换 的 平方 ， 余 类 推 。 
六 面体 的 对 称 群 与 正八 面体 相同 。 事 实 上， 若 将 正六 面体 
的 每 两 个 相 邻 面 的 中 心 联结 起 来 就 得 到 一 个 正八 面体 。 另 一 方面 ， 
将 正八 面体 的 相 邻 面 的 中 心 联结 起 来 就 得 到 一 个 正六 面体 。 由 于 
O( 3 ) 中 的 谈 痪 是 线性 的 ， 保 长 的 一 一 映 射 ， 因此 还 六 面体 与 正 
八 面体 有 相同 的 对 称 群 。 


S, (5-) 一 1 ， 这 里 i 是 反 演 。 
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正二 十 面体 的 对 称 群 与 正 十 二 面体 的 对 称 群 相同 。 将 正二 十 
面体 的 每 两 个 相 邻 面 的 中 心 联结 起 来 就 得 到 一 个 正 十 二 面体 。 反 
之 , 正 十 二 面体 的 每 个 面 的 中 心 可 构成 正二 十 面体 的 十 二 个 顶点 。 

到 现在 为 止 ， 定 出 了 正 多 面体 的 所 有 的 旋转 对 称 群 和 完全 对 
称 群 。 


$4.5 第 一 类 反 群 


第 一 类 点 群 都 是 有 限 旋 转 群 ， 即 是 0 3 )=20(3 ) 的 有 限 
子 群 。 : 

设 G 是 SOC3 ) 的 有 限 子 群 ， 放 是 以 原点 0 为 中 心 的 单位 球 
的 球面 。G 的 元 素 显 然 把 桩 映射 到 开 之 上 。M 必 上 的 一 点 XxX， 如 果 
对 于 G 中 某 一 个 非 单 位 元 9( 王 e ) 有 人 性质，gx 二 xXx， 则 称 x 为 极 
点 。 和 由 于 GCSO( 3 )， 除 单位 元 外 ，G 的 每 个 元 素 都 有 两 个 极 
点 ， 它 们 是 其 旋转 轴 与 入 的 交点 。 令 35 是 以上 相对 群 G 的 所 有 极 
点 的 集合 ， 即 

二 {xGEjMI3oSEG，9g:#*e， 使 得 gx 一 %)。 

车 x 和 ES，9G， 那 么 gxE S， 即 群 G 可 看 作 和 集合 S 上 的 置 
换 群 。 事 实 上 ， 由 xE S, 存在 gEG，91 六 6 ， 使 得 gx 一 2%。 
于 是 (gg1g9"1)(9x)= 二 gx， 和 9919 关 e， 即 gx 是 由 99:9 ”决定 
的 极点 。 


今 
WW={((9,0)I9EG, ge，woES 和 goo=D)， 
对 于 VES, 令 
G(V)= {gv| 9 EG), 
于 CC ) 是 包 合 民风 的 人 名 下。 令 
GG’=(9EGIgv=v}, 
G* 是 点 必 的 固定 子 群 。 有 : 
GI=1G (vw)|IG", 
其 计 iGi 示 示 集 om 各 . 
=2(|G| 一 1),。 
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车 SS 在 G 的 作用 下 分 成 kh 个 轨道 ， 到 {01,,，…', x} 为 k 个 轨道 
的 代表 元 集合 。 令 二 |G(vwD)|， 1 二 IG 可， 即 mi 是 包含 v; 的 轨 
道 的 元 素 个 数 ，%n 是 vw; 的 固定 子 稚 的 阶 。 车 EG(Vi) 和 gv;== 
有 ， 那 么 9 Gg 二 G"i， 这 表明 同一 轨道 上 的 两 个 点 的 固定 子 群 是 
共 罗 的 ， 以 及 |G ==jG 对。 再 考虑 | 大， 有 


k 


Wl= > (GN—1)= >》 m(lG"l—1) 
VES i = 1 
RR 
一 2 mi(ni— 1 ), 
1 = 1 


注意 ， 对 每 个 :i， 有 m:n 二 |GIl。 于 是 得 到 
Rk 
2 (GI—1)= >》 (GI-—m), 


ED 


(1) (1 一 ) eat 


于 是 


不 失 一 般 性 ， 可 设 1G | 之 1 (否则 ，G 是 平凡 的 )， 那 么 对 每 个 i， 
1 之 2。 有 - 


于 是 


由 此 得 到 过 4。 表明 5 在 6 作 用 下 茸 儿 有 3 个 轨道 下 边 ， 
就 k 的 可 能 值 分 别 进行 讨论 。 | 
(1) 二 1， 由 式 (4~7) 有 
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这 不 可 能 。 因 此 ， 只 可 能 是 二 2 或 &= 二 3。 
(2) 有 &R= 2， 由 式 (4-7) 有 


2 1 1 ( i 1 ) : 
2 一， 一 一 ~ 一、 一 - __!  ™ _. ._. 
| 1 n 十 1 元 2 十 ， 


即 
2 一 1G|( + 一 =m +m 
由 于 对 每 个 :， 曼 然 有 4 之 1， 于 是 m=m, 二 1。 这 表明 在 
二 2 时 ， 每 个 轨道 只 有 一 个 元 素 ，5S = {vj, V2) ;而且 ,= 一， 
群 G 的 每 个 元 素 都 使 2, 和 一 v 不 动 。 据 此 和 下 面 的 引 理 ， 群 G 
可 完全 确定 。 | 

引 理 4.5.1 令 wES， 那 么 群 G 中 以 2 和 一 2 为 极点 的 所 
育 旋 转 的 集合 是 一 个 循环 群 。 

证 明令 集合 

H=i9EGIgV~=vV)CG, 
显然 和 H 是 G 的 一 个 子 群 。 设 五 的 元 素 为 
万 一 (2 =h,, h,, “9 hi}, 

由 于 CSO(3)， 万 的 元 素 可 表 为 户 一 Csa)， 1 莹 ?过 1, 不 
失 一 服 话 ， 设 ci 之 0 ，a 是 最 小 旋转 角 。 那 么 对 每 个 : ， 必 用 
数 Rh， 位 得 ;二 as。 因为 对 每 个 i:， 存 在 整数 h， 使 得 a 一 
RiQs+ Bb， 0 二 p<0,, 由 此 ,hi 二 Co(hR;Q, 十 Pp)=C,(a) iC,( B), 
Cu( BP ) 忆 日 。 这 与 cs 的 选取 相 了 矛盾 ， 除 非 8 = 0 。 引 理 得 证 。 

由 此 引 理 可 知 ， 在 = 2 时 ， 群 G 是 有 限 循环 群 。 

注意 ，G" 实际 上 是 G 的 以 必 为 极点 的 所 有 旋转 构成 的 循环 
群 。 通 常用 o (2)=|iG"| 表 示 极 点 和 一 2 的 重 数 。 实 际 上 ,v 被 
旦 只 这 49 个 能 加 加 定 ， 这 全 二 复数 一 订 的 来 源 

”下 理 4.5,1 可 以 重新 叙述 为 ， 群 G 中 以 工 为 轴 的 所 有 旋转 的 
集 各 成 一 血球 群 。 车 此 群 的 阶 是 "， 称 轴 上 为 ” 阶 轴 ， 通 常用 
ES 
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引 理 4.5.2 若 两 个 极点 mw, 和 -mw: 在 同一 轨道 ，9EGE 
SO 3), 9(v1) 二 一 加,， 那 么 9 的 旋转 轴 [ 垂直 于 vw,- 旋 转角 为 
x, 节 9g = 二 C(x )， 其 中 lw。 

证 明 选 定 坐标 ， 使 9 有 虐 阵 未 示 
coSC 一 Sin C | 


Sin C COS C 0 


0 0 1 
2 坐标 由 工 给 出 。 在 此 堂 标 下 ， 允 一 (xbxo Xs)。 由 9 二 一 ,有 


cosa —sing 0 \/x, —X| 
sina cosa 0 ix, |=| 一 xy |, 
0 0 1. Xs 一 ， 


由 此 解 得 x:*== 0 ， 这 表明 1 Lo cosa 一 一 1， 这 表明 a = x。 
引 理 得 证 。 
(3) R=3， 由 式 (4-7) 得 到 


1 ] 1 1 
-一 -一 -一 一 3 一 -一 一 一 一 一 一 一 
2 ( 1 让 1 有， 1 » 


2 1 1 1 
一 二 一 一 -一 -十 一 一 十 
1G | Rn fi, 1is 


下 面 求 满足 式 (4-8) 的 (2, 1,, 1s)。 不 失 一 般 性 ， 假设 NSN so 
(a) 9 之 3， 由 式 (4-8) 得 到 
1 十 TGT< 1， 这 不 可 能 。 因 此 ,nm,= 2。 
(b ) 二 2， 之 4， 由 式 (4-8) 得 到 
1 ， 2 1 ，1 1 
2 IG| nn, 1 2 
这 不 可 能 。 于 是 2 < 3 OQ 
(ce ) N= 2 ， ?za 一 2 9 由 式 (4-8) 得 到 


即 
,|GI>n> 2 (4-8) 


1 二 


112 
(m1, ff,， 9 ) 一 2 ， 2 。 匀 -19 . 
(d) Nn 二 2， 1 = 3， 
由 式 (4-8) 得 到 
| 2 


-一 一 一 十 . ”人 ee 


IG | 
于 是 ms 的 可 能 值 是 3，4， ; 
(i) n= 3, IG|=12; 
(ii) fs= 4, |G|=24,; 
(iii) n= 5, |G|=60。 
绿 上 所 述 ， 对 于 角 一 3， 已 得 到 第 一 类 点 群 必 年 满足 下 列 条 
件 之 一 : 


(D 名 一 ?2 盖 2 ， n= ol, 1G| 宇 4， 


3 fs 6 0 (4-9) 


@) t=2, n=1= 3, 1G|l=12, 

G n=2, =3, = 4,':G|=24, 

4) n=2, n= 3, 7,=5, 1G|=60, 
下 面 证 明 ， 从 OD~@ 的 每 种 情况 都 唯一 地 (在 同 构 的 意义 下 ) 确 
定 了 一 个 第 一 类 点 群 。 


(QD) Nm 一 8 一 了 2， fy 一 


Gl 
> 

令 1G1= 二 2m，m 守 2 的 整数 ， 于 是 %= mm。 这 表明 有 一 个 轨 
道 只 包含 2 个 元 素 ， 取 其 一 代表 元 为 xs， 则 1G* 引 = 和 。 根 据 引 
理 1.5.1，G*s: 是 嫩 阶 循环 同 ， 它 由 绕 固 定 轴 亏 〈 工 过 xs)， 转 角 


为 ?于 的 转动 C3j( -2 ) 生 成 。 再 分 两 种 情况 讨论 ， 


@) m>2 

这 时 ， 工 的 两 个 极点 Xs 和 一 %s 在 同一 轨道 。 因为 由 和 一 入 
m 2 ， 不 含 x: 的 另外 二 个 轨道 上 每 个 极点 的 固定 子 群 的 阶 都 是 
2，2 内 m。 不 含 xy 的 两 个 轨道 各 有 如 个 2 重 极点 ， 有 mn 个 2 阶 
赎 动 轴 Ty io 通过 这 2 人 个 板 局 。 由 这 六 个 转轴 决 害 的 畦 


IG| 之 4。 
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动 Ci(z)， i 一 1，2，…，P， 将 使 xs 和 一 %s 相互 交换 ， 孝 么 
根据 引 理 4.5.2， 转 轴 /; 丝 在 过 原点 垂直 于 工 的 平面 内 ， 另 一 方 


面 绕 L 轴 的 转动 Cu( -25 ) 将 


轴 /， 1， "yg l, 仍 映 射 为 它们 
自身 ， 即 引起 这 mm 个 2 阶 轴 的 一 
个 置换 。 由 此 可 知 ， 两 个 相 邻 的 


一 阶 轴 之 间 的 夹 角 8 = 一-， 见 


图 4-7。 
现在 可 以 唯一 地 决定 对 应 图 47 


Q@ 的 点 群 的 结构 。 令 o =Cu( 加 二 bp =C1 (rz)。Cs=《aey， 即 


Cs 是 4 生成 的 m% 阶 循环 群 ，C, 一 《4b)， 即 6b 是 2 阶 元 。 由 于 |G| 
二 2m， 有 [G:Cwm] 二 2， 于 是 Cs 是 G 中 正规 子 群 。 由 于 ba 将 使 
工 的 两 个 极点 互 换 ， 同 时 有 两 个 不 动 点 ,根据 引 理 4.3.1, (ba)*= 
e ， 即 bab”=a”"。 于 是 ， 群 G 是 正规 子 群 C。 和 子 群 C; 的 半 直 
积 ， 即 G = CXCs, 群 G 的 表现 可 由 


G=a, bla”=0= ee ，pa0 一 ao 


给 出 。 这 正 是 前 面 已 讲 过 的 2m 阶 的 二 面体 群 D,。 
DD) m=2 
这 时 |G|= 4。 G 不 可 能 是 4 阶 人 勿 环 群 。 因此 G 一 Pho 
这 里 ,是 殉 莱 因 4 元 群 。 这 与 上 面 的 结 采 一 致 。 
综 上 讨论 ， 对 于 情形 以， 和 群 G 同 构 于 二 面体 群 ， 即 G 衬 D。。 
进而 ， 对 于 每 一 个 由， 都 存在 一 个 物体 ， 心 "是 由 它 的 所 有 
旋转 对 称 组 成 的 群 。 事 实 上 ， 以 正 m 边 多 边 形 为 底 ， 而 其 高 不 等 
于 多 边 形 边 长 的 闫 棱柱 体 , 就 满足 上 面条 件 。 同 时 ，D，, 也 是 平面 
上 正 m 边 形 的 所 有 对 称 〈 包 括 旋转 和 反映 ) 所 组 成 的 群 。 然 而 ， 
在 平面 上 ， 相 对 某 条 直线 的 反映 可 通过 空间 中 的 旋转 来 实现 。 例 
加 ， 当 m= 5 ， 轴 工 鼻 直 于 正 五 边 形 所 在 平面 而 且 通 过 中 心 ，5 
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2 


个 2 阶 轴 分 别 通 过 5 个 顶点 ， 相 邻 夹 角 为 


看 作 空 间 中 的 图 形 ， 它 的 所 有 旋 
转 对 称 组 成 Ds。 见 图 4-8。 

包 n=2, = = 3, 
IG|=12。 

这 时 有 二 个 罗 道 ， 每 个 均 有 
4 个 极点 ， 每 个 极点 是 三 重 的 ， 
即 过 这 极点 的 轴 是 3 阶 的 。 还 有 
一 个 轨道 有 6 个 极点 ， 每 个 极点 和 
是 2 阶 和 的 。 因 此 ， 群 G 有 4 个 3 阶 轴 工 ,…, 上 ,和 3 个 2 阶 轴 ,。 设 
S$ = 一 (xxas xi 是 同一 轨道 上 的 4 个 极点 ， 那么 群 G 在 3 上 
是 可 迁 的 。 对 于 不 同 的 i，7， 避 ， 存 在 9 全 G， 满 足 gxi== x;， 
gxXj 二 Xk。 因为 对 于 9 大 ee，9 只 有 二 个 不 动 点 。 由 此 ，9 把 线 
段 [xi, x 门 映 为 线 跋 (xi xx]。 9 是 保 长 变换 ， 于 是 |jx; 一 xj|= 
x; 一 Xrl。 到 此 我 们 可 知 ，x1!，X:，X:，X 构成 空间 中 正四 面 
体 的 4 个 顶点 。 因 此 ，G 是 四 面体 的 旋转 对 称 群 了 ( 见 $4.4) 的 
子 群 。 进 而 ， 由 |G1=|7|=12， 得 到 G = 了 7。 

@ n=2, m=3, t= 4, |G|=24, 

解 @ 对 应 着 4 个 3 阶 轴 ，3 个 4 阶 轴 和 6 个 2 阶 轴 。 设 3 个 
4 阶 轴 为 上 |， L,, 上 LL,， 与 它们 相关 的 6 个 极点 XI!，X2，'*…，X6 | 
构成 一 个 轨道 。G 对 此 轨道 上 极点 的 作用 是 非 平 凡 的 和 可 迁 的 。 
设 工 | 包含 的 两 个 极点 是 x 和 Xss 以 工 ; 为 轴 的 4 阶 循环 群 为 D,。 


_。 那么 将 正 五 边 形 


对 于 9 与 C,。 有 gxi=Xi， i 二 1，2， 和 gXj 二 Xn， 3 过 了 ,kk 志 
6，7 了 kk。 于 是 9 把 线段 [x XxX;] 映 到 [xiyxx]，([Cxs Xj 映 到 
(xs,, Xr]。 由 于 9 是 保 长 变换 ， 有 ||xi 一 x/j=||xi 一 Xxlj，i = 


2。 因 此 ， 不 在 同一 轴 上 的 策 个 极点 之 间 的 距离 都 相等 。 由 初等 
几何 的 知识 不 难 奢 出， 三 个 轴 上 ,，L,，， 上 s 必定 是 互相 垂直 的 。 现 
构造 立方 体 C， 使 得 这 6 个 极点 为 C 的 六 个 面 的 中 心 ， 进 而 将 立 
方 体 C 的 相 邻 面 的 中 心 联结 起 来 就 得 到 一 个 正八 面体 。 见 图 4-9。 
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图 4-9 


显然 ， 群 G 是 这 正八 面体 的 完全 旋转 对 称 群 O (参见 8$4.4) 的 子 
群 。 已 知 |O01=24， 于 是 G = O。 

(4) n=2, 1 二 3, f= 5, |1G|=60, 

解 名 可知 群 G 有 6 个 5 阶 轴 ，10 个 3 阶 轴 ，15 个 2 阶 轴 。 在 
6 个 9 除 轴 L, L,, "9 Le 上 的 12 个 极点 构成 一 个 轨道 。 群 G 在 这 
轨道 上 的 作用 是 非 平 凡 的 和 可 迁 的 。 下 边 用 处 理 @， 图 类 似 的 方 
法 来 讨论 由 。 选 定 轴 乙 ， 它 以 x, 和 x, 为 极点 。 固 定 x: 和 x; 的 


转动 子 群 是 循环 群 C,，C 的 生成 元 为 9 一 Cui( 2 )。 对 上 边 提 


到 的 12 个 极点 适当 编号 ， 使 得 9 对 这 轨道 的 作用 可 用 下 面 的 置 
换 表 示 : 

(X1) Xa) Xs Xs Xs Xe Xi) (Xe Xe Kio Xr Kio) 
这 表明 ， 子 群 Cs 将 这 轨道 分 成 4 个 轨道 ， 

AX Xe Xs Kyo Kss Kes HX7}, {Xss Kor Kio X11 Xis)}。 
把 x, 和 x: 取 作 球 面 刀 的 北极 和 南极 ， 那 末 其 余 10 个 极点 不 可 能 
全 和 在 赤 道上 上。 假定 x; 位 于 北半球 ， 于 是 wx，…，2%， 这 5 个 极点 
都 位 于 北半球 ， 而 且 ||x ,一 xi 中 =|jjx 一 x 川 ，3 和 1， s7，| 
< 了 。 其 余 的 5 个 极点 在 南半球 ， 因 为 极点 是 以 形式 wx， 一 * 成 
对 出 现 的 ， 而 且 l|xs 一 xij=llxsxill,，8 寺 1， /S12, jj 
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由 于 对 轴 上 | 的 选择 是 任意 的 ， 可 得 ， 每 个 极点 都 有 5 个 与 它 中 
座 相 等 的 近 的 极点 ， 有 5 个 远 的 极点 和 1 个 在 同一 轴 上 的 相对 极 
后。 把 每 一 点 与 它 近 的 县 与 它 上 距离 相等 的 5 个 极点 用 直线 联结 起 
到 ， 得 到 一 个 正二 十 面体 ， 参 见 图 4-6。 已 知 正二 十 面体 的 旋 轴 
对 称 群 T，G 显然 是 1 的 子 群 ， 表 由 |G1=|I1=60, 得 到 G= 了。 

到 此 为 止 ， 已 找到 了 所 有 的 第 一 类 点 群 ， 它们 是， 循环 群 
Cn， 二 面 体 群 Da(m 之 2 )， 正 四 面体 的 旋转 对 称 群 了， 正八 面 
体 的 旋转 对 称 群 O 和 正二 十 面体 的 旋 知 对 称 群 了 。 显然 ， 这 些 群 
是 彼此 不 同 构 的 。 


$4.6 第 二 类 点 群 


从 定理 4.3.3 和 上 一 节 的 结果 ,已 能 从 第 一 类 点 群 得 到 全 部 
溃 二 类 点 群 。 首 多 ， 列 出 由 一 个 第 一 类 点 群 久 和 反 演 了 生成 的 群 
CC。 确切 地 说 ，CG = 《<K ,TT》==KUIK 兰 KX 人 及 ,其 中 子 群 H= 
‘(E, IT}, IG|=2|K|, 

(1) CsUIC,C,xC,. 


这 里 ，C, 是 由 绕 某 个 轴 1 转动 2 了 [27 ) 生 成 的 


1 阶 循环 群 ，C;, 是 由 反 演 了 生成 的 2 阶 循环 群 。 这 是 一 个 交换 
群 ， 有 2 7 个 共 邦 类 ， 每 一 类 只 有 一 个 元 素 。 当 1 是 奇数 时 ， 有 
Ca。XCs 尘 Cs。 然而 这 两 个 群 不 是 EC(3 ) 的 共 斩 子 群 。 比 外 ， 姜 
SC,l jlC,, 

(2) DljID,, n 宕 2., 

这 是 一 个 4# 阶 群 。 已 知 ， 当 ”为 奇数 时 ， 有 "十 3 个 共 思 
类 ; 当 nn 为 侦 数 时 ， 有 ?+6 个 共 斩 类 | 当 ?>3， 且 为 奇数 
时 ， 有 同 构 关系 D,U1D, 衬 DD,,。 | 

(3) TU = 1, : 

从 3 4.4 知 道 ， 7, 是 24 阶 群 ， 共有 8 个 共 斩 

(4) OU7IO=O。 | 

从 $4.4 知 道 ， 群 O。 是 正八 面体 的 完全 对 称 群 ， 是 48 阶 群 ， 
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共有 12 个 共 斩 类 。 

(5) Y UL 一 上 we 
从 34.4 知 壮 ， 群 Ys 是 正二 十 面体 的 完全 对 称 群 ， 是 120 阶 群 , 共 
有 10 个 共 罗 类 。 

下 边 ， 根 据 定理 4.3.3 的 (3 )， 找 出 其 余 的 第 二 类 点 群 。 这 
就 是 要 找 包含 有 一 个 指数 为 2 的 子 群 氏 的 第 一 类 点 群 G， 从 全 
一 玉山 天 + 就 可 以 得 到 同 构 于 (但 不 共 轿 于 ) G" 的 第 二 类 点 群 G 
一 KUIK*。 由 于 G+ 之 G，G 的 乘法 表 和 共 轿 类 的 数目 和 G* 是 
一 样 的 。 然 而 ，G 和 G7 作为 变换 群 来 说 是 不 一 样 的 。 G 含有 和 转动 
反 演 了 ，G-” 则 不 含有 >。 

(6) G'=C,,, K=C,, G=KUIK':, |G|=21, 

(7) G'=D,, K=C,, G=KUIK', |G|=27,， 7 >2。 

(8) G=D,,, K=D,, G=KUIKR', |G|=47n, n>2。 
/ (9) G'=L,, K=T, G=KUIK', |G|=24,。 

以 上 各 式 中 ， 开 + 均 由 定理 4.3.3 的 (3 ) 给 出 ，K* 是 由 GCG” 和 K 
决定 。 : 
在 一 般 涉及 应 用 点 群 的 物理 或 化 学 的 书 中 ， 都 采用 人 熊 夫 里 
(Sch5enfies) 的 分 类 方法 和 记号 。 型 (9 ) 的 群 ， 在 能 夫 里 所 如 
中 , 通常 记 为 [4。T 是 Ti 的 正规 子 群 ，74 是 正四 面体 的 完全 对 称 
群 。( 7 ) 型 的 群 记 作 Cw，7 = 二 2，3，…。 群 Cw» 为 4 角 锥 体 的 
完全 对 称 群 ， 它 包含 由 垂直 于 角 锥 体 底面 的 4 阶 轴 的 转动 所 生成 
的 转动 子 群 C,， 以 及 通过 这 个 轴 的 寺 个 垂直 平面 的 反射 。 

对 (1)，(2)，(6)，(8) 型 群 ， 能 夫 里 是 采用 另 一 种 方法 
来 分 类 的 。 先 看 S.C 90) 与 Ce00 六 之 间 的 关系 。 下 面 为 书写 向 
单 起 见 ， 将 表示 转轴 的 向 量 尺 省 略 。 计 算 SC0 ) : 

S(O0)=00(0)0C(0)=C(0), 
这 里 ， 用 到 性质 0sCx( 0)0%==C.s ow(0) 和 和 一 Cx' 民 一， 证 证 
S(O0)*=C(0), 


oor 2 cr 
当 为 奇数 时 ，S( 2 ) = SU) SCC 
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C( 经 ) =E. 因此 ， 将 # 为 奇数 的 (1 ) 型 群 C,(jIC,。 和 为 


偶数 的 ( 6 ) 型 群 合并 在 一 起 ， 给 出 由 S( -- 


) 生 成 的 2m 阶 循环 


群 ， 用 S: 表 示 。 3( -- ) 的 偶 次 寡 生 成 子 群 Cu。 把 "为 偶数 的 
( 1 ) 型 群 和 n 为 奇 族 的 ( 6 ) 型 群 合并 在 一 起 ， 给 出 交换 群 C 它 
由 C( 2 ) 和 3S( 2 下 ) 生 成 ， 即 由 2 个 绕 国定 轴 的 转角 为 2 于 


的 倍数 的 转动 和 转动 反 演 所 组 成 。 把 # 为 偶数 的 ( 2 ) 型 群 和 ? 为 
奇数 的 ( 8 ) 型 群 合并 在 一 起 ， 给 出 阶 为 44 的 群 D,;,， 它 是 # 楼 
柱 体 的 完全 对 称 群 ，Cws 是 它 的 27 阶 子 群 。 把 ”为 奇数 的 ( 2 ) 型 
群 和 7 为 偶数 的 ( 8 ) 型 群 合 并 在 一 起 ， 给 出 阶 为 42 的 群 Dw 群 ， 
它 为 扭转 7 棱柱 体 的 完全 对 称 群 ,2,, 是 它 的 2# 阶 子 群 。 以 上 的 
结果 即 ， 


C,UIC。，n 是 奇数 ， 
|。 Co n 是 偶数 
C,UIC,。，+ 是 偶数 ， 
ce 。 ,ss。 nn 是 奇数 ， 
D,UID。，+ 是 偶数 ， 
p.-| , DD,,, n 是 奇数 ; 
站 ,U7D,。 半 是 奇数 ， 
“|p n 是 偶数 。 


$34.7 晶体 点 群 


在 这 节 ， 将 把 有 限 点 群 的 结果 用 于 前 体 点 群 ， 为 此 ， 先 介绍 
有 关 格 群 的 定义 和 性 质 。 
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定义 4.7.1 三 维 空间 平移 群 TC3 ) 的 非 平凡 的 离散 子 群 称 
为 格 群 。 
由 于 7(3 ) 的 元 素 了 ,完全 由 向 量 a 决 定 ， 以 及 Te T= ,0 
于 是 可 将 TC3 ) 和 它 的 任何 子 群 看 作 向 量 群 。 向 量 群 的 元 素 是 向 
量 ， 运 算是 向 量 加 法 。 显 然 ， 向 量 群 是 交换 群 。 如 果 同 量 群 CG 包 
含 3 个 线性 无 关 的 向 量 ， 则 它 为 三 维 的 如果 C 只 包含 2 个 线性 
无 关 问 量 ， 称 为 二 维 的 ， 如 果 所 有 向量 是 位 于 经 过 原点 的 一 条 直 
线 上 ， 称 它 为 一 维 的 。 
设 G 是 三 维 格 群 ，ai，as:，as: 是 包含 在 CG 中 的 三 个 线性 无 关 
向 量 ， 那 么 集合 
{mq 十 mzQs 十 msaslm; 是 整数 ，， 二 1，2，3} 
是 G 的 子 群 。 将 证 明 ， 在 群 G 中 可 适当 地 选取 a;， 使 得 上 边 集 合 
就 是 G 本 身 。 
定理 4.7.1 设 G 是 三 维 格 群 ， 则 在 G 中 存在 3 个 线性 无 关 
的 四 量 5,，5,，b5，,， 使 得 每 一 个 a G 能 够 唯一 地 表 成 
a=nb.+rn,b,+rn,b, (4-10) 


其 中 #1; 均 为 整数 。 

证 明 设 a，as，as 是 G 中 的 3 个 线性 无 关 回 量 。 令 己 是 
由 这 三 个 回 量 张 成 的 平行 六 面体 〈 不 只 包括 内 部 ， 而 且 包 括 面 、 
校 、 顶 点 )。 由 于 G 是 离散 群 ， 以 及 原点 的 G- 轨 道 就 是 G。 因 此 ， 
G 在 局 中 上 只 有 有 限 个 元 素 。 设 b, 是 G [iP 中 平行 于 a 的 最 小 非 
零 问 量 。 设 5, 忆 GG， 它 位 于 al 和 a; 生成 的 平行 四 边 形 中 , 而且 
由 b, 和 85， 生成 的 平行 四 边 形 具有 最 小 面积 。 最 后 选择 b:EGn 
已 ， 而 及 使 p,，D:，bs: 生成 的 平行 六 面体 Q@ 的 体积 VV(Q ) 最 小 。 
将 证 明 ， 按 上 述 方法 选取 的 b,，b:，p: 具 有 式 (4-10) 的 性 质 。 

首先 ，65,，b,，b, 按 其 选取 方式 显然 是 线性 无 关 的 。 对 于 任 
意 aEG, 有 了 唯一 的 一 组 实数 Ci， 使 得 

a=a,b,+ab,+ab,, 


考虑 
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3 3 | 
a >») [ab 一 > jb:=b 


! 一 i 一 
其 中 [ci 表示 实数 a 的 最 大 整数 部 分 ，Pi==Qi 一 [41])，0 所 pi 过 
|。 只 要 能 证 明 bi= 0, i 三 1|，2，3， 便 可 得 到 定理 。 


z ， 
车 0<p:<1， 那 么 由 bi，b: 和 b= >) pb 生成 的 平行 


1! = 1 
六 面体 QQ 的 体积 矿 (GQ 比 V(Q) 小 ,确切 地 说 ， 广 (Q7“) = 
pr(Q)。 这 可 直接 由 下 面 的 计算 得 到 


3 
(QO) =by (bexb) bbax > po | 


i=1 
~b,:(b,xpib,+b, x Bb,b,) 
=p,b,. (b,x bs)=Pr(Q), 
在 这 里 ，“x” 是 熟知 的 向 量 积 ，“*” 是 内 积 。 由 此 绪 采 ， 得 到 
广 (Q') 之 V(Q)。 根 据 对 向 量 bs 选取 的 要 求 , 必 有 5b 丘 P。 对 此 ， 
b’=bi+mb,+m,b,E PP, 
将 b 和 bb 用 a; 表 出 ， 设 
b=? a 
b,=7?,a, 二 +?,.a, 
六 ,一 ?QI 十 :ay 十 ?ssas 
b 一 (PP 十 OP， 十 Cs ai +(B.Pss + Pars,) a bsVssas 3 
其 中 0 之 ?i 人 1。 令 61=Bi?1+B,?s1 革 Bsa? 06s= ps + bs?s,, 
和 了 =b 一 [612b1 一 [0;1b,。 那 么 : 
b’=(6—[6.))a+(6,—(6,.))a;:+ pbs?ssase 
是 ， 职员 二 6) ms 二 一 [6;]， 则 有 
b’ =b+mb+ti+m,b,EP, 
由 b,，b, 和 生成 的 平行 六 面体 Q* 的 体积 广 (Q")。 
- V(b,: (b,xb’) 
"pr (QTVQ), 
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这 结果 与 8; 的 选取 相 了 矛盾 ， 因 此 只 可 能 = 0。 作 与 上 面 类 似 
的 讨论 ， 可 以 得 到 fp,=p ,= 0 。 于 是 定理 得 证 。 

这 个 定理 告诉 我 们 ， 格 群 是 有 几何 意义 的 ， 格 群 的 元 素 可 以 
看 作 通 常 意 义 下 的 格子 点 。 确 切 地 说 ， 对 于 任意 给 定 的 一 点 XE 
R:， 三 维 格 群 G 作 用 于 x 得 到 的 G 轨道 ， 形 成 局 的 一 组 几何 格 
子 ， 简 称 为 格子 。 所 有 格子 的 全 体 ， 即 所 有 的 G 轨道 ， 称 为 晶 格 
或 空间 格子 。 现 已 能 够 构造 包含 任意 点 x 的 格子 ， 而 两 点 位 于 
同一 格子 上 的 充 要 条 件 是 它们 位 于 同一 G 轨道 中 。 

设 万 是 一 个 三 维 格 群 ， 工 是 玉 作 用 于 给 定点 x 而 形成 的 格 
子 ， 即 = 二 人 Xx。 将 工 的 完全 对 称 群 记 为 G。 易 见 ， 瑟 是 G 的 一 
个 平移 子 群 。 将 看 到 ，G 是 离散 群 ， 而 且 互 =G 门 T(3 )。 为 方 
便 起 见 ， 即 x 为 原点 6。 对 于 任 一 变换 TEGIf1IT(3), 若 T7090 
二 b， 则 了 = 二 7 了，。 由 于 7TEG，,，7T 将 工 映 为 自 壬 ， 于 是 bb 是 格子 
LL 上 的 一 个 格 点 和 存在 变换 7T EE 旷 , 使 得 6=7T’0。 由 于 T 和 7 
都 是 由 bp 决定 的 平移 必 有 7T’=T, 于 是 TEH, H=GN 
T(3), 

进一步 考虑 G 与 末 的 关系 。 对 于 gEG， 和 g90=656， 有 bE 
工 。 由 于 瑟 在 格子 上 是 可 迁 的 ， 则 存在 TG， 使 得 了 0=b。 
于 是 7 :900)=0， 即 1 9 是 使 原点 0 不 变 的 变换 ，7 5G 
0(3)。 设 719= 厂 9g=7 1/。 若 用 下 表示 G 中 所 有 使 原点 9 不 
变 的 变换 组 成 的 群 ， 那 么 不 难 验证 

G =HXE, 
即 G 是 群 态 和 FF 的 半 直 积 。G 中 两 元 素 的 积 有 关系 式 。 

(Tf ,) “ (7 :1 一 六 7 “J fs 
和 z 
f THET(3)NG=H, 

由 于 以 原点 为 中 心 的 任意 球 B, 内 都 只 有 有 限 个 格 点 ， 和 GG 的 元 
素 是 保 距 的 ， 因 此 已 是 有 限 点 群 ， 进 而 @ 是 离散 群 。 又 任何 两 个 
三 维 格 群 显然 是 同 构 的 。 根 据 G = 妃 放下， 如 果 不 计 同 构 ， 要 决 
定格 子 的 所 有 完全 对 称 群 ， 只 要 计算 出 所 有 可 能 的 点 群 下 就 可 以 
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了 。 工 的 任意 对 称 群 G (不必 是 完全 对 称 群 )， 是 指 G 的 一 个 任 
意 于 群 。 

”定义 4.7.2 令 点 XER。 把 包含 点 xx 的 三 维 格子 工 了 映 为 它 
自身 而 且 使 点 x 不 变 的 EE(3 ) 的 子 群 ， 称 为 晶体 点 群 。x 点 处 的 
最 大 晶体 点 群 万 ， 称 为 工 在 x 的 全 面 对 称 。 

已 证 明 ， 具 体 点 群 必 定 是 有 限 点 解 。 然 而 ， 其 道 并 不 成 立 ， 
即 并 不 是 所 有 的 有 限 点 群 都 是 晶体 点 群 。 点 群 的 元 素 要 求 使 格子 
L 不 变 ， 这 是 一 个 很 强 的 限制 。 

定理 4.7.2 ” 设 玉 是 晶体 点 群 。 若 9 EK 是 一 个 非 平凡 ( 即 非 
恒 等 ) 转动 ， 则 9 的 阶 具 可 能 是 2，3，4，6。 若 9 =14， 是 KK 中 
的 转动 反 演 ， 其 中 是 转动 ， 则 转动 的 阶 只 可 能 是 1，2，3， 
4。 6, 

证 明 ， 若 点 x 和 y 含 于 同一 格子 工 内 ， 那 么 ， 不 难 证 明 , 分 
别 使 点 x 和 y 不 动 的 全 面 对 称 在 (3 ) 中 是 共 罗 子 群 (请 读者 
将 此 证 明 补 出 )。 据 此 ， 为 了 证 明定 理 4.7.2， 只 需 对 于 点 x 为 原 
点 证 明 就 够 了 。 设 互 是 三 维 空间 群 ， 格 子 了 = 妃 6， 万 的 基本 向 
量 是 b,，b:，bs。 对 于 非 平 凡 转 动 9K， 考虑 它 在 基底 bi 之 下 


的 矩阵 表 示 。 若 gb;= Y Cji5j， 由 于 bi 是 日 的 基本 向 量 和 


1 =1 


厅 6= 万 ,那么 Cj 必定 是 整数 ,矩阵 C 二 (C;j) 的 迹 trC = > Ci 

f 二 上 
当然 也 是 整数 。 另 一 方面 ， 转 动 9 在 一 组 适当 的 基底 之 下 可 有 
矩阵 表示 人/ 


C=| sin 0 cos@ 0 


cos0 —sing 0 | 
0 0 1 


trC 一 1 十 2cos0， 其 中 0 是 9 的 旋转 角度 。 根 据 线性 代数 的 基 
本 知识 ， 知 道 相 似 矩 阵 的 迹 是 相同 的 , 因此 ,1 十 2c0s 9 是 整 数 。 这 
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时 9 只 可 能 是 -了 -一 一 -一 0，1，2，3，4,，5。 
g 的 阶 只 可 能 是 2，3，4，6。 若 9 是 特 动 反 演 9 的 迹 是 
一 (1 十 2cos 9 )， 相 应 的 转动 & 的 阶 只 可 能 是 1，2，3，4，6。 

这 个 定理 证 明了 唱 体 点 群 不 可 能 有 5 阶 和 大 于 6 阶 的 元 素 。 
所 以 从 前 面 点 群 分 类 的 讨论 中 可 知 ， 只 有 下列 32 个 点 群 才 可 能 是 
蝇 体 点 群 ， 在 第 一 类 点 群 中 有 循环 群 C,，Cs，Cs，C4，Ce: 二 面 
体 群 D,，Ds，D,，D。， 四 面体 群 了 和 八 面体 群 O， 在 第 二 类 点 
群 中 有 Ss，S,,， Se, Cs Cas, Cys Cass Cess Caos Caps Cu, 
Cs, Dis,， Di Dis， Da， Ds，Dss，T,，Ts，0;。 事实 上 ,可 
以 证 明 ， 这 32 个 点 群 确 是 某 些 格子 的 对 称 群 ， 结 晶 学 上 把 它们 称 
为 32 个 品类 。 : 

晶体 点 群 共 有 32 个 ， 从 上 面 的 讨论 可 知 ， 这 是 一 个 不 太 复 杂 
的 结 杀 ， 但 是 很 有 意义 。 因 为 从 这 32 个 蚀 体 点 群 出 发 ， 可 以 找 出 
220 个 结语 群 。 找 出 这 230 个 结晶 群 并 证 明 此 外 没有 其 它 的 结晶 群 ， 
这 一 工作 是 群 论 对 其 它 自 然 科 学 的 首次 成 功 的 重大 应 用 ， 同 时 它 
也 推动 了 群 论 本 英 的 发 展 。 


第 五 章 典 型 群 


实数 域 和 复数 域 上 的 与 型 群 在 上 个 世纪 就 出 现在 几何 学 和 物 
理学 中 ， 进 而 在 十 九 世 纪 末 发 现 它们 在 复 单 李 群 和 实 单 李 群 分 类 
中 的 突出 地 位 ， 使 得 它们 在 数学 中 一 直 受 到 重视 与 研究 。 现 在 对 
于 一 般 域 上 典型 群 的 研究 已 经 作 的 比较 彻底 ， 人 们 的 注意 力 已 经 
转 到 更 一 般 的 环 上 的 典型 群 的 研究 。 

在 这 一 章 主要 介绍 域 上 典型 群 的 结构 ， 包 括 域 上 的 一 般 绥 性 
群 、 特 殊 线性 群 、 辛 群 和 正 交 群 。 对 于 定理 的 证 明 ， 则 采取 矩阵 
方法 和 几何 方法 同时 并 用 的 原则 。 和 希望 读者 一 方面 学 习 矩 阵 运算 
的 技巧 ， 一 方面 学 习 问 题 的 几何 处 理 。 


$5.1 线性 群 的 结构 


域 记 上 维 线性 空间 天 的 所 有 可 送 线 性 变换 对 于 通常 的 线性 
变换 乘法 成 群 ， 记 作 GZL.( 厂 )， 称 为 域 下 上 的 2 级 一 般 线 性 群 。 
利用 线性 变换 和 它 在 斑 的 给 定 基 确 之 下 的 符 阵 表示 之 间 鸭 一 一 
对 应 ， 得 到 "n x ?可 道 和 矩阵 全 体 对 于 通常 的 怎 阵 乘法 成 群 ， 用 
GL.( FF) 表示 此 群 ， 有 GL) 与 GCL 人 ( 广 ) 同 构 。 在 这 节 , 主 
要 用 矩阵 工具 讨论 线性 群 结构 ， 其 目的 是 希望 读者 从 中 学 习 一 些 
矩阵 运算 的 技巧 。 

用 了 * 表 示 域 下 的 非 零 元 全 体 组 成 的 乘法 群 。 考 虑 GLs(F) 到 
F* 的 同 态 映 射 det:CZL。( 五) 一 下 它 把 严 上 2 x4 可 道 阵 A 上 映 到 4 
的 行列 式 det 4, 同 态 det 的 核 是 行列 式 为 1 的 矩阵 全 体 , 用 SLs( FF) 
表示 。 通常 称 SL,( 下) 为 域 上 的 1 级 特殊 线性 群 ,显然 ,SLs(F) 
是 GL.(F) 的 正规 子 群 ， 而 且 有 GLs(F)/SLs FF) 守 PF"。 

定理 5.1.1 域 上 的 1 级 特殊 线性 群 SL,() 是 由 初等 类 
阵 Tiy(Cb )== 了 十 be;j 生 成 的 群 ， 其 中 i 二 7 ，1 委 1 1 委 1， 
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和 拓 基 ， 7 是 单位 阵 ，eiy 是 在 (i ，i7) 位 置 为 1 在 其 余 位 重 
全 为 0 的 n X? 阵 ， 即 : 
SLA(F)=T (bi*ji, 1<i,ij<n, bEF), 
这 个 定理 的 证 明 ， 作 为 一 个 练习 留 给 读者 。 
下 面 给 出 两 个 等 式 ， 它们 在 后 面 的 讨论 中 是 很 有 用 的 。 


号 由 
i 


其 中 4ERF*。 
由 式 (5-1), 有 


一 1 0 


ESL,(F), 
由 式 (5-2) 有 


ESLF), 


1 . 


系 5.1.1 GF,(F) 中 每 一 个 元 血 可 表 成 


1 
1 
Bb .~ = BD( 4A), 
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] 
其 中 BESL,(F), AERF*, DD(4)= » 。 
] 


1 
证 明 对 于 AEGL,(F)， 若 detA4=4EF*， 则 


1 
1 
A 。、 = BESL,(F ), 
l 


于 是 


定理 5.1.2 令 玉 是 域 ，1 >>1， 则 
(1) 除 了 ?= 2 和 |Fl= 2 或 3( 这 里 |F| 表 乐 域 政 的 元 素 个 
数 ) 这 两 种 情形 外 ，SL,( FF) 是 GL,(F) 的 换 位 子 群 ， 也 是 它 
自己 的 换 位 子 群 ， 即 
SL(F)=[CSL,(F), SL(F))=[GL,(F), 
GL,( F )), 
(2) SL,CF) .的 中 心 C(SL,(F))= FI fsSL,(F), 
GL 下) 的 中 心 C(GLs(F))=F*l, 
证 了 明 (1) 为 了 证 阴 SL,F)=CSL,(F)，SL,(FF)]， 只 
要 证 明 SLs( 政 ) 的 每 一 个 生成 元 人 (6 )E[SLs(F), SLo( 下)) 
就 够 了 。 如 果 1# 之 3， 选 取 及 关 J7，;i， 则 
Ti b ) = [TC b )， Ti 1 )]。 


d 1 5C 
w 果 "一 2， 册 有 |[ ja( )a 扫 人 了 
da"! 0 1 


(et, 


了 27 


车 | 玉 | 之 4， 那么 可 以 选取 d < 0 和 dz 土 1 ， 对 于 任意 给 定 的 
元 素 bEF, 令 c 二 (d? 一 1)1b， 则 


d 1 5c 
| ) [, |ecsrcr), SL,.(F ))。 


同样 可 以 证 明 7T,(6b )ECSL,(F)，SL,(F)])。 于 是 得 到 
: SL,(F)=([CSL,(F), SL(F)) (5-3) 
进而 ,由 于 GL,CF)/SLsF ) 衬 PF 和 "是 交换 群 , 则 有 SL,(FF) 
[GLA(F),， GL 下)]。 另 一 方向 的 包含 关系， 由 于 已 有 式 
(5-3)， 是 显然 的 。 于 是 得 到 
SL F)=(CGL,F), GLA(F ))。 
(2 ) 请 读者 证 明 。 
通常 称 因 子 群 SL,( 玉 )/C (SL,(F)) 为 射影 特殊 线性 群 , 用 
PSL.(F) 表示 。 这 节 下 面 的 主要 内 容 是 要 证 明 ， 除 了 某 些 特殊 
情形 外 ，PSL,(F) 是 单 群 。 
到 上 自前 为 止 ，SL,(F) 已 有 三 种 不 同 的 刻 化 方式 : 
(a) SL, F)=Ti(b EGLAF i F171, bEF)», 
(b ) SL(F)= {AEGL(F )|ldet A= 1}, 
(¢) SL(F)=[(GLAF), GLAF)), ( 除 % =2, IF|= 
2，3)。 
进而 ， 希 望 几 何 地 刻 化 出 SL,( FF )。 
设 信 是 域 上 的 1 维 线性 空间 。 线 性 变换 0 EGL(V), 1 = 
lv 是 乒 上 的 恒 等 变 换 。 线 性 变换 0 一 1 的 像 空 间 Im(o 一 1) 
一 (0 一 1)V。 根据 线性 代数 的 知识 有 dim Im(o 一 1)= 
dim((0 一 1)V)=rank(o 一 1), 其 中 rank(o 一 1 ) 表示 线性 
恋 换 o 一 1 的 秩 。 通 常 称 rank(o 一 1 ) 为 0o 的 剩余 数 ， 用 reso 
表示 。GL(V) 中 剩余 数 是 1 的 元 这 是 最 使 人 们 感 兴趣 的 。 例 
如 ，7, (5)(8z 六 0) 的 剩余 数 就 是 1 。 
仿 R=Im(o0—1)=(0o—1)V, P=Ker(0—1)。 设 0o 
的 剩余 数 是 1 ， 即 rank(o 一 1)= 1， 则 洲 的 子 空间 R 和 的 
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维 狼 分 别 是 dimR=1 和 dimP=7n* 一 1。 下 面 分 二 种 情形 
讨论 ; 

(1) PR 

这 时 ， 有 矿 二 PR， 基 这 是 子 空间 PP 入 的 直 和 。 设 P= 
Fo 下 … 旨 Fo ， 尺 一 Fw， 那么 相对 厂 的 基底 (mw，ms，… 
z)， 由 于 (cc 一 1)oj 一 0，1， = 一 1，2，…， ?一 1，(ao 一 
1 )oo 一 4 4 三 0 ， 于 是 线性 变换 0 一 1 的 阵 表示 是 

0 
0 

iEr, 


0 的 阵 表 示 是 


1 十 4 


由 此 阵 表 示 ， 得 到 cmi= 一 mi， 一 1，2，…，1 一 1，0ms 一 
(1 十 14)mD。 

(2) PR,。 

取 wEF PP， 则 三 = PBFvw,。 设 子 空 间 PP 的 基底 为 (v2,， 
V0) 构成 矿 的 基底。 设 玉 =a 
CP, 则 (oo 一 1)9=0, i=1,;2,%, 1 一 1, (0 1)v, 


==ia， 其 中 4EF*。 于 是 对 任 一 元 X= 2》| cwiEV, 有 (0 
: i=1 
— 1 )x= Ac,a, mo | 2 cs 上- 2 co 十 ca。 由 此 
i =1 i = 1 
得 到 一 个 由 到 五 的 线性 函数 2D，P:， ->F,， 它 由 


1 nn~ 1 
人 2 so = 办 给， 设 a= 2 bp， 则 (ca 一 1)ve= 


i 1 ”了 
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~ 1 
ha 一 2 bu， 于 是 在 基底 (ml，…，mn) 下 的 阵 表示 为 
y = 工 


1 io, 
1 : 
| Abs.i 
] 


由 于 驴 二 PaCSP， 根据 蔡 换 定理 ， 可 以 选取 ,二 al， 这 时 0 有 
阵 表 示 


一 (4), A1EP*, 
10 


由 以 上 讨论 ， 可 得 如 下 定理 。 

定理 5.1.3 设 信 是 域 f 上 + 维 线 性 空间 ，o EGL(V), 0o 
的 剩余 数 reso=1。 令 P=Ker(o 一 1),，R=Im(o—1 ), 
那么 

(1) 若 尺 GP， 则 可 在 矿 中 选 一 基 彤 ， 使 得 a 的 阵 表 示 为 
对 角 阵 


u 
而 且 4 由 5 唯一 决定 。 
(2) 若 尺 三 尺 ， 则 可 在 天 中 选 一 基底 ， 使 得 ac 的 阵 表 示 为 


1 1 

| 这 -re iErF™, 
l 

(3 ) RSP, 当 且 仅 当 存 在 一 线性 函数 P EV*, 它 对 任何 
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CP 均 有 P(4)== 0 和 向 量 a( 关 0 )E PP 使 得 对 任何 EV， 
o (Vv)=V++ PV)a。 (5-4) 

/ 对 于 rank(o 一 1)=1 和 (oo 一 1)V 守 Ker(o 一 1) 的 o 

称 为 人 D 蛮 换 ， 而 对 于 满足 rank(o 一 1)=1 和 (oo 一 1)VCS 
Ker(9 一 1) 的 o 称 为 平 延 , 容 易 罩 出 ,，o 为 平 延 当 且 仅 当 reso 
一 1 和 (0 一 1) = 0。 

定理 5.1.4 . 设 SL(V) 是 由 GL(V) 中 所 有 平 延 生成 的 群 。 
对 于 矿 的 任意 给 定 的 基 肛 ， 将 矿 上 线性 变换 与 它 在 此 基底 下 的 阵 
表示 相对 应 ， 则 此 对 应 是 群 SLCV) 和 和 群 SL,(F) 之 间 的 同 构 
映射 。 

证 明 首先 任意 给 定 让 的 基 廊 (el:，es，"…，e@s)， 并 设 f 
是 三 上 线性 变换 与 它 在 这 基 诬 下 的 阵 表示 之 问 的 对 应 ， 则 已 知 
给 出 GL(V) 和 GL,(F) 之 间 的 同 构 。 事 实 上 可 以 证 明 ，/ 也 
给 出 SL(V) 和 SLs(F) 之 间 的 同 构 。 为 此 只 要 证 明 GLCV ) 中 
每 一 个 平 延 对 应 的 阵 在 SL,CF) 中 ,， 即 fC(SLCV))CSL,(F)， 
和 SL,《F) 的 每 个 生成 元 Tij;( 4 ) 决定 的 线性 变换 是 一 个 平 延 
就 行 了 。 / 

设 平 延 a ESL(V) 在 基 屏 (e!:/，…，es) 之 下 的 阵 表 示 为 
7T。 由 定理 5.1.3 的 (2 )， 存 在 厂 的 一 个 基 展 (Vw,…，,)， 
5o 在 此 基 廉 下 的 阵 表 未 为 4 :人 A )。 令 AP, 是 将 基底 (ei， “7 2) 
映 到 《vw1，…，%vDa) 的 线性 变换 ， 则 

T =P 4)Pr, PEGL,CF ),. 
设 P=BD(4), 其 中 BESL,(F)，4EF*， 于 是 
T=BI,(NH BESL(K). 

另 一 方面 ， 对 于 SL,(F) 的 生成 元 了 i)( 4 )， 有 rank(7 17 一 
T)= 1 和 (7 一 了 )= 0。 因 此 ，7Ti,(4) 作为 上 的 线性 变 
换 是 平 延 。 于 是 (SL(V))=SL,《F),，2L(V) 守 SL,(F )。 进 
而 ，Tjy( 4 ) 可 以 表 成 定理 5.1.3 中 式 (5-4) 的 形式 。 设 刀 在 基 
底 (@1，*……，@») 下 的 坐标 表示 为 (al， Gs pv Go) ， 其 中 7“” 表 
示 矩 阵 的 转 置 ， 则 和 
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Qi 
TANV=TH( A 
Uy 
-人 0 
a, 0 
一 十 Al a; |i: 行 
a, 0 
-0 
0 
0 
a) : CI 
| 0, ds, 
~ 。 十 1 0 9 $ 0 9 0 0 ) 
: i - 行 1 - 列 
Q。 0 a, 
| 0 | 


=D+aP(V)=V+PA VA 
0 
:| 


| 
] 


其 中 aq=| 1 | |i; 行 ，P (vv)== /hay。 
0 
0 
这 个 定理 涪 明 ZL。 已 ) 是 由 平 延生 成 的 群 。 
下 面 讨论 群 SLs(F) 的 单 性 ， 从 而 可 以 看 到 平 延 在 其 中 起 
着 重要 作用 。 
引 理 5.1.1 设 久 是 GL,(F) 的 子 群 ， 而 且 它 在 群 > 志 。( 王 ) 
下 不 变 ， 即 对 于 任何 AESL,( 下)， 都 有 A 和 AC 忆 和 RR。 那 么 , 如 
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果 旬 包 有 一 个 平 延 ， 则 员 二 SL,( 六)。 

证 明 设 人 是 平 延 而 且 人 息 名 。 在 2 维 线性 空间 斑 中 选 一 给 
适当 的 基 床 ,使 得 7 有 阵 表 示 7,(4), 于 是 7 与 ,(4) 在 
GL,( 下 ) 下 共 罗 ( 即 存在 PEGL(F), 使 得 T =PT,( 4 )P*')， 
用 了 一 (414)》 表示 。 分 二 种 情形 讨论 ; 

( 1) # 之 3。 将 证 明 任 何 两 个 平 延 在 SL,CF) 中 共 纯 ,由 此 ， 
再 考虑 到 3L.( 下) 由 平 延 生成 ， 便 得 到 引 理 。 

从 前 边 的 讨论 已 得 到 T~T,(44!),， 即 存 在 PESL,(CF)， 
使 了 一 PT ,400)P- 因此 要 证 明 任 何 两 个 平 延 共 斩 ， 只 要 证 明 
1 ) 与 了 1) 在 9 已) 中 共 斩 就 够 了 。 而 这 个 结论 可 
由 下 面 的 简单 计算 得 出 : 


1 1 1\//4 四 
1 1 1 = 1s( AL ) 
8 1 4 


《2) 4 一 2。 由 于 7 了 与 1304) 在 SL,(F) 中 共 斩 ， 令 
1 0 1 0 
"| ja( 则 入 和 马 s( 1 )。 容 易 验 证 先 ' 在 
0 1 0 /1 
SL,(F) 下 不 变 。 因 此 ， 要 证 明 针 二 SL,(F)， 只 需 证 明 半 人 忆 
SL,( 下 )。 考 成 


(a 2) 
= Jen 
| 0 1 人 八 0 1 1 .\0 1 
对 一 切 1 EF*， 于 是 针 包 有 
( oo (| 上 (1 呈 
0 1 0 1 0 1 AN 1 
对 一 切 1 EF"。 


如 果 域 互 的 特征 关 2 ， 则 当 1 跑 遍 严 * 时 ，21 也 跑 毅 五 *。 
因此 针 ' 包 有 Tis( 41)， 对 所 有 4 与 F*。 又 因为 


oh 
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守 是 旬 包 有 了 ,C4)， 对 一 切 4 亿 F*。 因 此 及 'SL,( 下 )。 
如 有 果 域 五 的 特征 = 2 ， 仍 有 上 面 的 结果 。 已 经 得 到 名“ 包 有 
101) 和 了 ,4*)， 对 一 切 1EF*。 考 虑 
0 1\/1 1\/0 1\" 1 0 
(os A (Em 
AL 0 八 0 1IA 八 1 0 1 1 
于 是 
A 0\/1 0\W/A!' 0 1 0 
hy th, ) ~ ye 
0 A/\1 1/A\0 /4 i” 1 
对 一 * 切 EF"。 进 击 有 
1 A” 1 0 1\/1 0 i” 0 
oh hy he aE 
0 1AM 1/A\1 0/\WW: 1 0 4 


对 一 切 14EF*。 考 虑 


(| 有 上 人 人 (1 本 
0 1A 八 0 A°/\0 1 0 47 0 1 
得 到 了 了,,( 4 十) 己 半 人 对 一 切 14EF"。 若 14 三 1， 计算 


(人 0 ) 人 一 
0 (4 十 1) 0 1 


(人 0 | 7 
0 (4+1)/ \0 1/ 


因此 锡 和 对 TI,( 4)， 对 一 切入 1。 又 已 知 ' 马 T,(1)， 于 是 
园 和 马 7 a( 14 )， 对 一 切 4EEF。 再 由 
0 1\/l1 AAA 1\" 1 0 
, 几 ， 人 | , 小 
得 到 六 二 SL,(F )， 引 理 得 证 。 
定理 5.1.5 设 n 守 2,， 匈 是 GL,(F) 的 子 群 , 而 且 负 在 


SL,( 玉 ) 之 下 不 变 ， 则 除了 +# 二 2，|F|= 2 和 3 的 情形 ， 软 或 
者 是 GL,(F) 中 心 的 一 个 子 群 ， 或 者 多 二 SL F)。 
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证 明 首先 假设 4 守 3。 若 锡 不 是 GL,(KK) 中 心 的 一 个 子 
群 ， 则 有 一 元 素 4ENRNC(GCL,(K)), 和 存在 一 元 到 B= 
Tis( 4 ), 使 得 48BB4。 考 诺 B'41BA= 了 了， 因 站 在 SLAK) 之 
下 不 变 ， 故 TENR。 写 B= 十 4E;, Eij= 0 ,rank(Ei)=1。 
把 8 代入 计算 7， 

To(T —AE)A (TT +AEi) A 
= +A ErA—Ri A (IT +E,)A, 

令 S=AE,A-EA(IT+tE,)A, 则 T=JI+S, S00， 
易 见 rank(A EiA)= 1, rank(EA (T+Ei) A4)<1, 因 此 
rank S22。 由 线性 代数 的 基础 知识 可知 ， 存 在 PEVLs(K)， 


使 得 

Z7 

ro ) 

0 6- 22) 

于 是 
P 8 
T=PTP' p(T+ SP jen. 
0 了 


由 此 ， 可 假设 尖 包 有 形 如 
‘2 N22%) 
人 
0 TD 
的 元 素 。 因 为 车 A41* 头 1“， 那 么 由 于 
A” 已， 本 4 A* B, ) Y ) 
1'2) A.— TX 
(en 


0 1 -2 


对 任何 卫 。 选 取 革 ， 使 得 (4 忆 一 7 ) 碟 闪 0 ， 就 得 到 形 如 万 的 
元 素 。 下 面 分 两 种 情况 讨论 。 : 
( 1 ) ranklV "2 一 9 。 
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存在 Qi 七 GL,(F) 和 Q, GL,.,(FF), 使 得 QINVQi 


100…0 
-| 本 可 选取 QIESL(K) 和 Q,ESL。:(K)， 
0 1 0.… 


使 得 
100...0 
- QINO;!= 9 A 0。 
/ | 040…0 
由 于 rankN 二 2， 必 有 "之 4。 为 简单 起 见 ， 对 站 一 4 写 出 下 出 
的 元 素 ， 
1 -1 ool 010MVWVL -1 ooV 
0 010 4 0 1 
0 T°%) 0 2 2) 0 [2% 
1 0 1 0 \ 1 0 0 一 1 
10 1 0 1 一 | 0 1 0 0 I 全 负 
0 2 [1°2 0 02) 了 (2) 


是 一 平 延 ， 由 引 理 5.1.1，N 汪 SL,CK) 
(2) rankN= 1。 
此 时 ， 了 刀 D 就 是 一 平 延 ， 仍 由 引 理 5.1.1，% 汪 SL,(K)。 
下 面 讨论 = 2 的 情况 ， 采 用 参考 文献 [6 ] 中 给 出 的 证 明 。 
(1) 如 果 叶 守 C(GL,(K))， 则 对 包 有 形 如 


(2 


z a bb 
的 元 素 。 | jes\ceeroo) 则 
C 
1 0\/a bl 0 aG—bA 关 
i oh 1) (er™ 
\ 1l/\c ad 1 x 关 


其 中 关 表 示 域 KK 中 的 某 个 元 素 。 如 果 5 玖 0, 取 4=b"'a 便 得 
到 ( 1 )。 如 果 口 = 0， 则 匈 包 有 
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/1 人 J 本 十 4c “| 
1， l/\c dg 1 x x 
如 果 c 关 0， 取 1 = 一 crla 便 得 到 (1 )。 如 果 c = 二 65 一 0, 则 名 


包 有 
Ch 
1 1 八 0 dd 八 0 1 0 ad 
若 a =d， 与 4 全 COGL(K)) 矛盾 。 因 此 ac < d ,这 就 化 为 前 
面 已 讨论 过 的 情形 。 
a b&b 
(2 ) 如 果 |KI 天 2， ;5 ,出 用 一定 包 有 一 个 形 如 人 。 | 
的 元 素 ， 其 中 ad。，。 
0 5&6 | 
sn 
c qd 
0 bY /4 中 人 本 | f *) 
| ,) (os ec d/\0 入 0 13/ 
由 于 |KI 关 2，3，5， 可 选取 4， 使 得 信人 。 于 是 外 包 有 


A x 
| ,A 一 1 
0 4 


(3 ) 如 果 |K1= 5 ， 由 (11), 可 各 设 吕 包 有 ( 


了 包 有 形 如 


0 6b 

) 进而 
C dd 
可 假定 人 一 一 D。 不 然 的 话 ， 及 包 有 

1 本 人。 ) 
( i/\c di/\0 1 C dd 
这 是 一 个 行列 式 为 1 的 非 中 心 元 素 ， 从 这 个 元 素 出 发 ， 利 用 ( 1 ) 
0 5 

中 的 方法 ， 可 得 到 形 如 | , 的 元 素 包含 在 中 不 妨 假 设 
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d x* 0。 藻 则 久 包 有 


0 pb /2 0\ 0 Bb\/2 0 

本 | 本 , | 网 

0 2°16 / 
-2 _ 


0 5 
注意 ， 一 2 志 2 (mod 5 )。 加 此 不 妨 没 办 包 有 | 7 | d 六 


0 。 于 是 锡 包 有 
0 ) 2 "|[ 0 人 有 
人 


1 一 DC 
-| ) 7 
0 1 


由 引 理 5.1.1， 钢 二 SL,(K )。 

当 |Fi= 2 和 3 时 ， 本 定理 不 成 立 。 当 | 已 |= 2 时 ， 用 开 , 表 
示 ， 有 GL 了 fF,，) 衬 SL,(F,) 衬 SA( 三 个 文字 的 对 称 群 )。S, 包 有 
非 中 心 正规 子 群 斥 :( 交 错 群 )。 当 |FI= 3 时， 用 卫 表示 ， 则 
2L2《 了 fs) 由 下 面 的 24 个 元 素 组 成 ， 


人 
(1 


738 
| 0 1\ f 1 | 1 1 [1 
\ 一 1 IPA of 1 of 
( 人 | 1 | 六 | 
1 1/ 一 1 1/ A 1 1 1 
可 以 验证 下 面 的 8 个 元 素 ， : z 
( | 人 | | 0 | ( 
0 1 -11 0 of 
站 
1 -1/ \-i 1/ \ -1 1/ 1 1 


组 成 SL:(『s) 的 一 个 正规 子 群 。 

定理 5.1.5 有 下 面 的 推论 。 | 

定理 5.1.6 设 ?4 之 2， 风 除非 m=2 及 F=f, 或 个 ，， 
SL KK ) 是 单 群 。 

定理 5.1.7 设 站 之 2 则 除非 1 二 2 及 下 二 ,或 F,, GL.(K) 
的 任何 正规 子 群 ， 如 不 包含 在 中 心 之 中 ， 必 包含 SL,( KK)。 


3》$5.2 双 线 性 型 


设 广 是 域 瑟 上 的 有 限 维 线性 空间 ， 咕 "是 亚 的 对 偶 空间 或 . 共 
统 空 间 ， 它 是 由 让 上 的 线性 阔 数 全 体 组 成 。 从 线性 代数 的 知识 可 
短 , 线性 空间 访 上 的 一 个 双 线 性 型 吕 是 指 由 人 矿 XV 到 域 让 的 映射 ， 
它 将 (xX，y)EVXxXV 了 VV 映 到 B(x，y)EF， 满 足 性 质 ; (a ) 对 
任何 y 己 让， 映射 yx:x 习 B(x，y) 是 上 的 线性 函数 ，(b) 
对 任何 xEE 放 ， 映 射 XL:y 一 B(xX，y) 也 是 乒 上 的 线性 图 数 。 这 
两 个 性质 合 起 来 可 用 下 面 的 式 子 表示 ， 
» 
Bb (gaixi+t GXs, biyi+ by2) = > .| aib; B(x, y 让) 
is i=1 
(5-5) 
式 《5~5) 可 扩充 为 


了 39 
zl 2 ai;X;, 2 py)= 2) abB(X:, yj) 
i = 1] j=1 tit, 7=1 
(5-6) 
式 (5-6) 实际 上 给 出 了 一 个 构造 双 线 性 型 的 方法 。 设 《evb 
ye) 是 斑 的 基底 。 对 每 个 指标 〈i，7 ),，1 生 1，1 和 1, 选 定 


一 个 元 素 6b;; 己 下 与 之 对 应 。 如 果 x 一 2 ee y= 站 bieh， 
t= 1 t=1 
并 


用 B(x，y)= >》 abybi; 定 义 广 XV 到 玉 的 上 映射 了。 容 
1, }=1 

易 验证 ,上 面 定 义 的 映射 是 上 的 一 个 双 线性 型 。 另 一 方面 ， 

由 式 (5-6) 可 以 看 出 , 每 个 双 线 性 型 都 可 用 这 种 方式 得 到 。 由 双 线 

性 型 和 基底 (el，…，es。) 决定 的 矩阵 〈B (e:，e;)) 称 为 相对 基 

底 (e,,…,en) 的 阵 表 示 ， 此 阵 的 行列 式 det(B (le;，ey)) 称 为 B 

的 判别 式 。 显 然 ， 双 线性 型 妃 相 对 严 的 不 同 基底 所 得 的 阵 表示 是 


不 同 的 。 设 (ji，…，jf。) 是 信 的 另 一 基底 和 fi;= 2 pises 


1}=1 


P=(p;), 有 


B(f;, =a 2 Pirer, 人》 one 
] = 工 


ky=1 
= >》) prB(ler, er) psi, 
k, I 


由 此 得 出 B 相对 基 座 《ff1,，…，f。)》 的 阵 夫 示 为 PbP'， 其 中 避 
表示 阵 了 的 转 置 算 阵 ， 而 46 =《(B(e:，e)))。 即 B 相 对 不 同 基 底 
的 阵 表示 是 合同 的 。 
设 过 是 天 的 子 空间 ， 妃 是 斑 上 的 双 线 性 型 。 定 义 
= {vwEVIB(V，W)= 二 0， 对 所 有 uEU)， 
Ulk= {vwEVIB(u，v)= 0， 对 所 有 UEU)。 .. 
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显然 ,Uti 和 Uta 都 是 斑 的 子 空 间 。 特 别 ， 子 空间 广 :xz 和 V1r 分 
别称 为 三 相对 妃 的 左 根 和 右 根 。 

定理 5.2.1 下 面 关 于 双 线 性 型 8 的 三 个 条 件 是 等 价 的 ;, (a ) 
Vir=0,(b) Vi=0,，(¢) BB 相对 的 任何 基底 的 阵 都 是 
可 逆 的 。 

证 明 设 (el，…，e") 是 三 的 基底 。B (ej，ej) = 六 先 证 
明 (a) 与 人 (c) 等 价 。 

条 件 广 := 0 是 说 ， 如 果 疝 量 对 于 空间 天 的 任何 向 量 m 
都 有 B(xw，2)= 二 0， 则 w= 0 。 这 等 价 于 ,如 果 B(e;, 2)= 


并 


0 ， 对 每 个 基 元 e:, 则 0=0。 设 v= 2 cei， 那 么 上 面条 


1=1 


件 等 价 于 线性 齐 次 方程 组 


Bl(ei, V) = > csB( ei, ey) 一 0 ， 


1 =1 
+ 一 上 ， 4 六 。 


设 有 非 零 群 ， 而 这 条 件 等 价 于 矩阵 《8 (e:，e;)) 是 可 首 的。 于 
是 得 到 (a& ) 与 (c ) 等 价 。 同 样 可 证 (b) 与 (c) 等 价 。 

一 个 双 线 性 型 有 称 为 非 退 化 的 ， 如 果 它 满足 定理 5.2.1 的 任 
何 一 个 条 件 。 

命题 5.2.1 了 是 广 上 非 退 化 的 双 线 性 型 当 且 仅 当 对 于 厂 上 
的 每 个 线性 函数 都 存在 一 个 向 量 xEEV, 使 得 此 函数 具有 形式 xk: 
yy 一 B(y》，x)， 当 且 仅 当 对 于 广 上 的 每 个 线性 函数 都 存在 一 个 
向 量 y 所 三 ， 使 得 此 函数 具有 形式 yr: xX 一 B(xX，》»)。 

证 明 考虑 由 厂 到 广 ”的 映射 尺 :Xx 一 xg。 易 知 ， 忆 是 线性 
上 映射。xEEKerC(R) 当 且 仅 当 x EVt+z。 如果 B 是 非 退 化 的 ,+z= 
0 。 因 此 Ker(R)= 0 ， 尺 是 一 一 的 。 再 由 于 dimV 二 dimV*; 则 
丸 是 映 上 。 若 尽 是 肌 上 ， 由 于 dim 广 =dim 天 *， 尺 必 是 一 一 的 。 
Ker( 尺 )=0， 即 gs=0， 号 是非 退 化 的 。 于 是 得 到 了 命题 所 
述 的 第 一 部 分 。 关 于 第 二 部 分 证 明 与 此 完全 相同 ， 请 读者 证 背 。 
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命题 5.2.2 设 B 是 让 上 非 退 化 的 双 线 性 型 ，U 是 广 的 子 空 

间 ， 那 么 
《1) 上 的 任何 线性 函数 有 形式 ?一 五 (x，2)， 对 某 个 
xEEV， 也 具有 形式 ”一 B(》，x)， 对 某 个 x*EV。 

(2) dimUtz= nn —dimU =dimU +t, 

C3) (Uir)tii=U=(Ut)te, 

证 明 (1) 对 于 xE 户 ，xxEV*。 将 xx 限制 到 子 空间 U 
上 ， 则 xx|U 可 以 看 作 U 上 的 线性 函数 。 映 射 x >xxiU 是 信 到 U” 
的 映射 ， 此 映射 的 核 是 U+rx。 令 玉 表 示 此 映射 的 像 ， 即 所 是 U 上 
具有 形式 》 一 BC(》，x) 的 线性 函数 的 集 合 。 现 证 明太 = 以”。 
令 9 是 U 上 的 线性 函数 ， 那 么 可 以 将 9 线性 扩张 为 广 上 的 线性 辐 
数 9g 。 选 取信 的 基 诡 (f1,，…，Jf,),， 使 得 (f1,，…，f') 是 U 
的 基底 ， 这 由 线性 代数 中 的 替换 定理 保证 可 行 。 由 命题 5.2.1,9- 
可 具有 形式 ?一 下 (了 ，x)， 对 某 个 x 拒 三 。 但 是 9 1U 一 9, 艾 
9 也 具有 上 面 的 形式 ， 因 此 这 =U*。 这 就 得 到 了 (1) 的 一 部 
分 结论 ， 而 另 一 部 分 则 仿 此 同样 可 得 。 

(2) n=dimV =dimU!r+dimW =dimU ze 十 dimC 

=dimU+r+dimU, 
于 是 
dimU Tir= nn —dimU,。 
同样 可 证 
dimU 一 ?一 dimr7。 

(3) dim(U+rL)tr= 1 — dimUti= n(n—dimU)= U, 
另 一 方面 ， 由 Viz 和 Ut 的 定义 有 《UU+0D)+z 忆 UU, 因此 (Ue) 
一 U。 同 样 可 证 (Ca 一 了 

对 于 双 线 性 型 B， 若 B Cx y) 二 B(y，X)， 对 所 有 xX，y 癸 
;都 成 立 ， 则 称 B 为 对 称 双 线 性 型 ， 若 (x，x)==0， 对 所 
有 XEV 都 成 立 则 称 BB 为 交错 双 线 性 型 或 简称 为 交错 型 。 对 
于 x，yV， 如 果 B(x，y)= 0 ， 则 说 x 相对 于 B 正 交 于 y。 
注意 ， 从 定义 来 看 ， 这 并 不 能 推出 B(y，x) = 二 0 ， 即 一 般 说 来 ， 


142 
正 交 关系 并 不 对 称 。 但 是 在 实际 上 ， 有 兴趣 的 则 是 具有 对 称 性 的 
正 交 关系 。 
定理 5.2.2 设 B 是 让 上 的 双 线 性 型 。 那 么 由 3 定义 的 正 交 
关系 是 对 称 的 ， 当 且 仅 当 或 者 B 是 对 称 的 ， 即 B (x，y)=B(y， 
X)， 对 所 有 的 x，yEV， 或 者 B 是 交错 的 ， 即 B(x，x)=0， 
对 所 有 的 xEV。 
”证明 车 B 是 对 称 的 ， 显 然 了 定义 的 正 交 关系 是 对 称 的 ,车 
B 是 交错 的 ， 那 么 由 
B(x+y, x+y)= B(x, x)+B(x, y)+ B(y, x) 
+B(y, ») 
及 z 
B(x+y, xX+y)= B(x, Xx)=B(y, y)=0 
得 到 
B(x, y)=—B(y, %), 
于 是 8 定义 的 正 交 关系 也 是 对 称 的 。 
有 反之 ， 帮 BB 定义 的 正 交 关系 是 对 称 的 。 令 %，y，2&% 是 三 中 
任 意 三 小 问 量 ， 并 令 w= B(x,，y) % 一 B(xX，%)y， 则 B(x， 
zw) 二 0。 于 是 根据 B 的 假设 条 件 ，B (上 ，x%) 二 0 。 这 等 价 于 对 
任 音 X，Yy，% 人 EV， / 
B(x, y)B(z, x)—B(x, 2)B(y, x)=0 (5-7) 
取 x 二 y， 则 对 信 中 任何 x，%， 有 
B(x, x)(B(%, x)— Bx, 2))=0 . (5-8) 


可 以 断言 ， 对 信 中 任何 xX，%， 或 者 B(xX，%)= 二 B(%，XX), 或 者 
B(x，2%) 一 0。 如 采 不 然 , 则 存在 xi，y，xsb 使 得 B(x 
X1) 天 0 和 BC(y!，%1) 关 B(%!，y1)。 根 据 式 (5-8), 得 到 B(y， 
yi 一 局 (zi %1) 二 0 和 B(xi， y1)= B(Yy, Xi1), B(xX1, %1)= 
B(%1，X1)。 由 式 (5-7》 得 到 B( x， Yi) 二 Bly XxX)= 0， 
B(xX1，%1)= 二 BC(z1，X1)= 二 0。 和 青 由 式 (5-8),B (xi 十 Sb Yi 十 
zi) 二 0。 但 是 
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B(xi+o, Xit+g)= Bx, xX) + BX yi1) 
Bs, Xi)+B(%, %1) (5--9 ) 

于 是 B(x!，x1) 一 0， 这 与 xi 的 选取 矛盾 。 证 毕 。 

本 章 以 下 各 节 , 只 考虑 正 交 关系 对 称 的 双 线 性 型 , 即 只 考虑 对 
称 双 线 性 型 和 交错 双 线 性 型 。 这 两 种 情形 , 对 任何 子 空间 U, 都 有 
Utr=Ut,。 用 Ut+ 表 示 UU 的 正 交 子 空间 ， 而 不 再 区 分 左 正 交 与 右 
正 交 。 通常 称 U+ 为 U 的 正 交 补 , 矿 上 的 双 线 性 型 限制 在 子 空间 
U 上 ， 得 到 U 上 的 双 线 性 型 B|U。BIU 在 U 上 是 非 退 化 的 ; 当 且 
仅 当 U NU+= {0}。 车 BIU 是 非 退 化 的 ， 则 称 U 是 非 退化 的 子 
空间 ， 这 时 有 0 

V = UDU+, 

下 面 分 别 讨论 交错 型 和 对 称 型 。 


$5.3 区 销 型 


在 $5.2 中 已 经 看 到 ， 如 果 B 是 交错 的 ， 则 B 是 斜 对 称 的 , 即 
B(xX，y)== 一 8B(y，X)， 对 所 有 的 x 和 y， 这 时 PP 相 应 的 阵 是 
斜 对 称 和 矩阵。 进而 ， 如 果 域 的 特征 夫 2 ， 则 B 是 交错 的 ， 当 且 仅 
当 妃 是 斜 对 称 的 。 因 而 在 复数 域 和 实数 域 上 , 只 有 和 斜 对 称 的 概念 ， 
因为 它们 都 是 特征 为 零 的 域 。 如 果 ?# x 阵 是 斜 对 称 的 ， 而 且 主 
对 角 线 上 的 元 素 都 是 0， 则 它 是 交错 阵 。 对 于 空间 信任 意 选 定 一 
基底 ， 双 线性 型 B 是 交错 的 ， 当 且 仅 当 它 相对 给 定 基底 的 阵 是 交 
错 的 。 交 错 双 线性 型 的 结构 非常 简单 ， 它 由 下 面 的 定理 给 出 。 

”定理 5.3.1 如 果 B 是 空间 矿 上 的 交错 双 线 性 型 ， 则 存 在 信 
的 一 个 基底 (U1 Wis 7 Ur Vr Sls "°, Ze-ar)， 使 得 8B 相 
对 这 个 基 雇 的 阵 表 示 有 形式 / 上 
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| 0 1 
其 中 SS -| } 
-1 0 


证 明 如 果 B= 二 0， 即 B(x，y)= 二 0， 对 所 有 Xx，y， 定 理 
”显然 成 立 。 如 果 Bz 0 ， 那么 一 定 存 在 两 个 向 量 4, 和 D1, 使 得 
B (wi，V1) 天 0。 不 失 一 般 性 ， 可 设 B(ui， wi)= 二 1。 不 难看 
出 ， 由 于 刀 是 交错 型 ，u 和 mm 是 线性 无 关 的 。 令 广 是 由 2 和 
vi 张 成 的 子 空间 。 可 证 明 瑚 = 广 息 后 。 为 此 ， 只 要 证 明 外 是 
非 退 化 的 就 行 。 路 ,相对 VV 的 基 瓜 (ai， oo 的 阵 表 示 为 


0 1 
| 一 S 是 可 地 的 。 因而 路 是非 退化 的 。 令 4=B,， 


对 B, 作 与 上 面相 同 的 讨论 ， 或 者 8, 一 0 ， 这 时 7 = 1 或 者 有 
0， 在 太 中 存在 wu，m:， 使 得 Br， mo) 一 1。 令 上 :是 由 
4:， WwW: 张 成 的 子 空间 ， 广 和 三， 于 是 有 三 = 广 中 六 由 :向 
VV,)*。 按 此 步 又 继续 下 去 ， 有 限 步 以 后 便 得 到 定理 。 

对 和 矩阵 运算 有 兴趣 的 读者 ， 不 妨 试用 纯 和 矩阵 运算 证 骨 本 
定理 。 

系 5.3.1 在 定理 5.3.1 中 ， 将 基 展 重新 排列 为 (ULU:，…， 
LU 人 05 则 交错 型 B 相应 的 阵 表示 是 


0 I" 
| rm 


系 5.3.2 域 上 交错 阵 的 秩 是 偶数 ， 其 行列 式 是 域 中 平方 元 。 
一 个 交错 阵 的 秩 若 为 2 ， 肇 它 合同 于 形 如 式 (5-10) 的 阵 。 因 此 ， 
两 个 交错 阵 合同 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 秩 。 


系 5.3.3 设 (aij) 是 交错 阵 ， f(x, y) 一 2») QsXiy} 
,J 


。 (5-10) 


-2 
0 …) 


py 
出 Vx 一 的 跑 寺 ， 其 中 = ]，y~[ 汪 )， 于 和 
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在 可 逆 线 性 变换 已 = ( 记 ))， 仿 


f (x, y) = (XYys OO— XYy1) 十 (X21 Ya — Xar Yar-1)o 


$5.4 芋 群 


5.4.1 辛 群 的 定义 

域 记 上 的 有 限 维 线性 〈 向 量 ) 空间 y 和 它 上 面 的 非 温 化 的 交 
错 双 线性 型 B 称 为 辛 空间 。 由 前 面 的 讨论 可 知 ， 辛 空间 的 维 数 必 
定 是 偶数 。 人 矿 上 的 可 道 线性 变换 7EGL(V)， 阁 对 所 有 的 XxX、y 
EV,， 满足 B(7 (x)， 7 (y))= B(x, y), 则 称 之 为 人 辛 映射 
或 辛 变 换 。 三 上 辛 变换 全 体 组 成 一 群 ， 称 为 辛 群 ， 用 站， 
B) 表示 。 其 中 由 一 dim 厂 。 在 厂 中 选 定 一 基底 ， 将 交错 型 B 对 
应 的 阵 表 示 仍 记 为 B。" xX 8# 阵 MECGL 下 ) 称 为 举 阵 。 如 采 
它 满足 B= 二 MBM’，7 ECGZL 矿 ) 是 辛 变换 ， 当 且 仅 当 7 对 应 
的 阵 表 示 M 是 辛 阵 。 事 实 上 ， 辛 群 在 同 构 的 意义 下 只 有 1 个 。 因 


一 六 六 0 
=27r 。 对 于 非 退 化 交错 型 万 ， 存 在 可逆 矩阵 已 ECZL. 人 下 )， 使 
得 B= 二 PBP’。 令 多 是 由 辛 群 Sp (FF ，B) 到 > 户 ( 严 ， 避 ) 的 映 
射 , 它 将 7EESp(F，B) 了 映 到 P7P ESp(F，B,)， 吻 见 岁 是 
群 同 构 映射 。 因 此 ， 可 以 认为 辛 群 不 依赖 于 已 ， 而 只 依 顿 于 基 域 
和 空间 的 维 数 ， 故 简 记 为 Sp (五 )。 在 研究 辛 群 时 ， 总 选 定 B= 


0 To 
”为 让 上 任何 一 个 非 退 化 交错 型 都 合同 于 -| ) nt 


0 I" 
| J ) n 一 27 。 下 面 用 矩阵 研究 辛 群 ，Sp,(F)= {7 


名 CT) GO 


1 《6 


A 已 
a7 -| ) 那么 TESp(F) 当 划 仅 当 


A 万 \/0 IN\/A B\ /0 I'" 
( or ,)( 了 -re ,) 
此 条 件 等 价 于 
AB’=BA’ 
CD’ = DC!’ (5-11) 
AD’—BC’= I 
容易 验证 ， 下 边 三 种 类 型 的 阵 都 满足 式 〈5-11)， 是 辛 矩阵 


了 3S 1 0 
i. | 5S’=5, ,TT'=7。 
0 J AT I 


A 0 . 
I. | | ) AEGL(F )。 
0 (A*')’ 


J I-J 
| ) J 为 对 角 阵 和 /7 = y 。 

ACT-7) J 
称 类 型 1 的 阵 为 辛 平移 ， 类 型 工 的 阵 为 辛 旋转 ， 类 型 下 的 阵 为 半 


对 合 。 
定理 5.4.1 六 群 Sp.(F) 由 一 切 辛 平移 ， 辛 旋转 和 半 对 合 


生成 。 
A B\. / : 
证 明 47-(- jssecP) 分 二 种 情形 讨 论 。 


(1) rank4= r， 即 4 是 可 道 阵 。 考 虑 
A 0 A | B I Bb, | . 
0 A’j\C D C, DD, : 


”由 1 .B=B,1'， 得 到 B,=Bi。 考 处 


1 BN\/I 8b, I 0 
EA enn 
C, D0, 0 I Cs . Jh 


T OV 
由 了 .有 < 和 C2D;=D,C;， 得 到 D,= c=cr | » )- 
由 和 


TI 0 
|, Jesp.cF). 综合 上 述 ， 了 可 表 成 I， 工 型 元 素 的 积 。 


(2) rank4=r! 达 r+。 这 时 存在 P，QEGL(F)， 使 得 


TD ) 


Pdq-| -4 


0 一) 057) 


这 里 Co 表示 ri Xri 方 阵 ，C""? 表 示 7 Xr 矩阵 。 考 已 


Ce oh oo 


TeDp 0 B® 
一 | 0 0 ESp (PF) 
: Cn 万 


B8D BE 
已 ;一 Ed 


8 


由 A,B’= B44， 得 到 总 :一 0 ， 已, 一 已 ii。 考 感 
To 0 DDN 0 一 Bi 0 
0 oD 0 了 0 了 0 0 
CH) D® 0 站 


0 0 Bis 
一 | 0 0 0 Bw © 
CW D™ 


740 0 0 Bi 
由 于 frank 
0 


- 音 » 


)- 7 ， 有 Bos 全 GL-r,( 玉 )。 考 不 
B;s '， : 
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1 0 0 B J 1-J 
0 0 0 B,,» 
Co' Do 一 (了 一 ) J 


7 Bi k* 
一 0 B,, ESp(F), 


六 六 


Ir» 0 0c 0 
其 中 J ， [一 /= » 水 表示 相应 的 
OQ" TD 


0 0 
计算 结果 。 由 于 对 其 具体 结果 并 不 关心 ， 故 以 * 代 之 。 在 上 面 的 


Bis。 


7 和 
等 式 中 ， | ja 于 是 了 经 过 工 ， 工 ， 生 型 元 素 的 


b>;, 
左 乘 或 右 乘 化 为 情况 〈1 )， 定 理 得 证 。 

系 5.4.1 Sp,(F)=SL,(F)., 

系 5.4.2 若 TESp(F)， 则 det7=1。 

定理 5.4.2 辛 群 Sp(F) 的 中 心 C(Sp(F))={I1, 一 I)。 


A B 
证 明 &7 -| Jeccsacr)) 则 | 
C DD 
2 1| 4 ?| 
C DN\o 1/ \o 7AAc pf 
由 此 有 C= 0， A= 有, 考虑 
[ 本 1 ( | 9 
0 4 八 7 AT 7T 八 0 4/ 
4 0 
) A=(A’)", 考 虑 
0 4 
B 


| 
0 4 八 (BY (Bo af 


得 到 AB= B84， 对 所 有 BEGL,wF)。 因 此 4 是 GL,(FF) 的 中 心 


可 得 B= 0 和 4 | 
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元 ，AEC(GL(F))， 即 4=+1"。 于 是 7= +1。 

5.4.2 于 空间 在 辛 群 下 的 可 还 性 

子 空间 在 辛 群 作用 下 的 可 迁 性 ， 是 反映 了 辛 空间 的 几何 性 
质 。 此 外 ， 它 对 辛 群 单 性 的 讨论 也 有 重要 作用 。 

设 向 量 空间 信 的 基底 为 (elj，…，e,)，U 是 广 的 子 空 间 ， 


dimU = S, (Wi, Us ts) 是 忆 的 基底 ,其 中 i 二 2 Uie ys 


1}=1 
i 二 1]， 2, ,SS§， 那么 x n 知 阵 


Ui GL do 1'** Ql» 
U2; 1_! Gd dr … 0 

一 ”| 一 (ar 
ts | Ure 1 On 


是 子 空间 U 的 矩阵 表示 ，rank(9;))= 二 5 。 当 然 ， 局 的 阵 表 示 并 
不 瞧 一 。s x 8 阵 M, 和 如 :都 是 过 的 阵 表 示 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 
可 逆 的 s xs 阵 己 ECZL(E)， 使 得 内 ,= PM，。 注 意 ， 通 常 总 是 
在 选 定 了 空间 信 的 基底 之 后 才 讨 论 子 空间 的 阵 表示 。 
设 U 是 s 维 子 空间 ， 为 简单 起 见 ， 将 UU 的 一 个 阵 表 示 仍 记 为 
U。 两 个 s 维 子 空间 U ,和 UU, 在 辛 群 Sp(F) 下 可 迁 ， 是 指 存在 
PEGL(F) 和 TESp(F) 使 得 U ,= PU,T.， 
定理 5.4.3 设 U, 和 Us 是 广 的 两 个 子 空 间 ， 则 它们 在 辛 群 
Sp《(F) 下 可 迁 当 上 且 仅 当 dimU ,=dimU,,， 并 且 U .BU 与 UBU， 
合同 ， KB =| ?7 ) "a". 
一 7 0 
证 明 必要 性 显然 。 
充分 性 ， 设 dimU,=dimUs,= 了, U;=(U 多 ,U7), i = 
1，2， 其 中 US" 表示 了 xr 阵 。 考 虑 
0 1" 0 A"\/U; 
| 本 Pw vl | 1 
-0 0 -TD 0 A\U, 
一 Up 一 Op 
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是 p x 户 的 斜 对 称 阵 ， 而 且 对 角 线 上 的 元 素 全 是 0， 故 是 交错 
阵 。 由 系 5.3.2， 存 在 p Xx 了 阵 QR:/EGL6,(FF) 使 得 


PA z 
ov | pe 
0 | Fasdt Oi P277) 
= 一 | ry 0 0 P277) ， 
0 0 0 
其 中 i = 1 ，2。 由 线性 代数 的 知识 ,可 知 存 在 (nn 一 了 DP)xs” 
QU, 


阵 R&R;， 使 得 ant 


i 


j=2r = (7=1,， 2 )。 先 看 i = 1 
的 情形 。 这 时 有 四 


QU, QU 
(a) 
R, R, 


0 Tr 0 再 (ra 


一 了 了 人) 0 
一 0 QF271) BP-2"13°°P) 
—B, -Bb Hs™ 
0 [Tn 
令 五 ,= 四 3 则 
一 7 0 
I 0 0 VEHp 0 2, 
0 [P271) 0 0 O271) BB. 
BH 0 I"o)\-B -B Hr 
re 0 0V /A 0 0 
| 0 PY» 0 |=l 0 0 ‘BB,|, 
BH 0 1"? 0 -Bs Hs 


其 中 rankB,= 户 一 2r,。 考 虑 矩阵 在 相抵 变换 下 的 标准 型 ， 有 
4GGL ar ( 正 ) 和 C1EGL,y( 也)， 使 得 
ABCI= UD OF) 


51 
于 是 


TD 0 0 He 0 0 

0 z .402 1) 0 0 0 (27 B, 

\o 0 GCG" oo -BB H, 
I» 0 0 \ 


.| 0 42xp 0 
0 0 (人 


了 0 0 0 
0 QF"2" 1) TP-2r1) (En Et 
9 
-2 -2r 
0 -I HE M 
0 0 —_M’ HP 


其 中 妃 , 和 已 都 是 交错 阵 。 令 如 ,一 7 一 4， 这 里 
hi hl, hp-2rp) 


7 ,一 ps。 … (acp-orn ， 
。 0 Ap-ar cp-ar) 
- 考 引 
rerv 0 0 0 
0 I 0 0 
0 一人， 1 0 
0 M’ 0 7 2p+2r 1) 
Fe 0 0 ON 0 0 0 
0 O02 ?2 0 0 TP- 271) 0 0 


0 -I He MI 0o -7T, I 0 
0 0 —M’ Hi\0o0 M’ 0 om nw 


Hr? 0 .0 0 
0 OF) I 

1 0 一 了 0C2r0D 0 
0 10 0 HH 


752 
其 中 万 ;为 交错 阵 。 于 是 ， 令 


(C2r) 

7 2"1 0 0 0 Jern 0 1 
0 TP-271) 0 

= 一 办 = 2r 
人 :一 0 —T, 了 人 0 0 4 0 
Fm 

0 Mi’ 0 J (9°2p+271) 0 0 CC 
7 er 0 ON 

® 0 TP*2r1) 0 
BH 0 1”? 


则 EGL,(F)， 使 得 
GD QU ‘ 
7 ja 7 


kh 人 
本人 0 0 0 
0 0(0b-2r0 了 271 0 
本 0 一 了 (P-271) 0 0 2 
0 0 0 HAD 


对 i = 2 作 完 全 同样 的 讨论 ， 可 找到 与 形状 相同 的 1T, EE 


GL FF)， 使 得 
Q,U, QU, AN/ 
ri ja( T’ 


人 4 
He 0 0 0 
0 0 5 272) 了 (272) 
本 0 _ 75CP-2r2) 0 0 ? 
0 0 0 天 


其 中 本 ,是 交错 群 。 因 为 U,BU' 和 UBU; 合 辣 ,所 以 ri=r; 
rank HH, =rankfi,= n—2p 十 27|。 根据 系 5.3.2， 交错 隆 HH, 和 


及 ,合同 。 于 是 存在 REGL。.s( 玉 )， 使 得 


人 0 jr( QU, )a( QU, jr 0 ) 
0 Rew \VR/\R/) \o Ri 
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而 且 


了 了 (271) 
其 中 A;=| ， ， 了 一 1，2。 
0 42 


于 十 
, | AIG ， 的 )( 0 ) 
B 
0 kA, Ri Ri 0 


R: FR, 
令 
AIQIU, A ， 
人 一 ， :一 
RR Rs 
则 
PBP' = P,BP,, 
于 是 


Pi PB(P; Pi)’=B, 
这 表明 T=P; PJESp (fF)。 因 此 P=P,T，TEVP(F)。 考 
虐 P, 和 人; 的 前 了 行 ， 有 

AiQIU ， 一 AWaU 7 。 
令 己 =Qi Ai AsQ;， 则 

U = PU,T., z 

其 中 PEGL,(F)，TESp(F), 即 子 空间 U, 和 U, 在 辛 群 
5p,( 斑 ) 下 可 迁 ， 充 分 性 得 证 ， 
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系 5.4.3” 令 U, 和 U, 是 斑 的 两 个 请 维 子 空间 ， 则 存 在 TE 
Sp(FF) 使 得 U,=U,s7 的 充分 必要 条 件 是 [1 BL7=U75U3。 

证 明 考察 定理 5.4.3 的 证 明 过 程 ， 可 发 现 Q=Q, 当 且 仅 当 
UBU'=U ,BU,, 和 由 于 rankB, 二 pi 一 27i 正好 等 于 B; 的 行 数 ， 
故 可 取 4 二 1"*”?， 同 理 可 取 4,=1%**?, 于 是 P=J，U,= 
U,T. 
向 量 vEV 称 为 迷 向 的 ， 如 果 2Bo’ = 0。 矿 的 子 空 间 U7 称 
为 迷 向 子 空间 ， 当 且 仅 当 UBU' 是 奇异 的 。 进 而 , 车 UBU'’ = 0， 
则 称 U 为 全 迷 向 子 空间 。 例 如 ，U = (1 ，0) 就 是 全 迷 向 子 
空间 。 / z : : 

定理 5.4.4 + 维 向 量 空间 矿 的 全 迷 向 子 空间 的 最 大 维 数 是 

> 

-7 。 | 
证 明 首先 ，(1'”，0) 是 一 个 r 维 的 全 迷 向 子 空间 。 设 PP 
是 一 个 全 迷 向 子 空间 ， 可 以 断言 dim P+r。 用 反 证 法 。 如 果 
dim 忆 >>7 ， 那 么 考虑 z | 


人 NE 


P 因 
其 中 是 全 ) jscce， 的 阵 ，rm = dim 已 。 将 上 式 右 边 阵 


# 一 


用 前 7 列 作 拉 普 拉 斯 (Laplace) 展开 的 方法 计算 行列 式 ， 由 于 = 
r > 了 -一 r+， 此 阵 的 行列 式 为 0 ， 得 到 矛盾 , 因此 dim P<7， 
定理 成 立 。 | - 
系 5.4.4 极 大 全 迷 向 子 空间 在 辛 群 Sp (FF) 作用 下 成 一 可 
迁 集 。 * | 
系 5.4.5 任意 一 个 全 迷 向 子 空间 都 包含 在 一 个 极 大 全 迷 向 
子 宅 间 中 。 

证 明 由 定理 5.4.3 本 知 ， 维 数 相 同 的 两 个 全 迷 向 子 空 间 在 
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辛 群 Sp(F) 之 下 可 迁 ， 及 s 维 全 迷 向 子 空间 (1 ，0) 包含 
在 极 大 全 迷 向 子 空间 (人 ”，0) 之 中 ， 其 中 和 上。 综合 这 殉 
个 结果 便 得 到 系 。 

5.4.3 辛 平 延 

平 延 在 讨论 线性 群 时 起 着 重要 的 作用 。 对 于 辛 群 有 相应 的 辛 
平 延 的 概念 。 辛 平 延 在 研究 辛 群 的 单 性 时 ， 也 起 着 重要 作用 。 

定理 5.4.5 设 TESp(F),，n =27，,， 和 rank(T7T 一 了 )= 
1， 那 么 四 

(1) 存在 向 量 wEV 和 4 EF*， 使 得 

T= +ABV’V, 
(2) (7 一 了 7) 一 0。 


1) 0 
4 
(3) 了 辛 相似 于 | ， TD | HEF 
z 
证 明 (1) 由 于 rank(7T 一 了 三 )== 1 ， 则 了 可 表 为 
T=JI+uv (5—12) 


其 中 u，wEV。 由 于 TESp,(F)， 有 TBT’ = B， 将 式 (5-12) 
代入 这 个 等 式 ， 即 


(T+u’ Vv)B(IT +u vw) =B (5~13) 
将 式 (5-13)》 展开 得 到 
了 十 DD ut+u vBv’u= 0., (5-14) 
直接 计算 得 出 wBvw = 0 ， 于 是 由 式 (5-14) 得 出 
uU VB=— Bou=(u VHF) (5—15) 


即 w wvB8 是 对 称 阵 ,而 且 对 角 线 元 素 . 有 非 0 元 ， 否 . 则 与 
rank(U VB)= 1 逆 盾 。 令 : 
| al na dl» 
WU’ WB = di 9 en ， 


\a, Gon Un/ 
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不 失 一 般 性 ， 设 al/ 去 0， 则 存在 ” x 1 可 逆 阵 PEGL,(F), 使 


得 dl 0 … 0 
0 
Pu’vwBP’=| ( 0 
0 
于 是 
uwB=aP! Ki 0 0 (P*1)’, 
0 


令 w’ =P"!| 0 |， 直 接 计算 得 到 tw 一 au，a EEF*。 于 是 
0 


UU VB=aN0M UW=U’ 40 Wo 
由 于 ww 二 0， 有 vwB=qj,aw，u = 二 (40 )”"B’w 。 因 此 
人 一 了 十 下 :v= 1 —(00) BVv’v 
一 了 十 142m wm， 
其 中 4 = 二 一 (auo")"ER*"。 便 得 到 了 (1 )。 
(2) 由 (1),，T= 卫 二 14838w’vw。 计 算 
(TI)=AiBv vBhv v= 10。 
(3 ) 对 任何 vw，vw 友 0， 都 有 wBvw = 0， 即 任 一 非 0 
向 量 都 是 迷 向 向 量 。 由 定理 5.4.3， 任 何 两 个 非 0 向 量 在 辛 群 作 
用 下 是 可 迁 的 。 由 (1)，T=I+4B8v’w， 存 在 辛 变换 了 ， 
ESp(F)， 使 得 vT,=B(1，0…，0)，p EF"。 考 外 
THTT =TH( I +ABv’v)T, 
= +A BT) Tv vf 


1 0 ae 0 1 0 
Lu 
-Itiapl 0 FF om 


0 0 


了 
其 中 上 = 一 16:ER 得 到 (3) 
对 于 辛 群 中 元 素 TESp(F), 如果 rank(T 一 1)=1, 称 7 


为 辛 平 延 。 
定理 5.4.6 辛 群 Sp,(F) 由 辛 平 延生 成 。 
证 明 已 知 ?9p(F) 由 下 面 三 类 元 素 生成 ， 
FAR S 了 0 
| } ss, | ) 其 中 三 = 了 。 
0 I I" 


| ) 其 中 AEGL,(F ), 
0 (A 
J TI—J 
| ， 其 中 J 为 对 角 阵 和 /*=J。 
一 人 了 了 一) J 
为 了 证 明和 定理 ， 只 要 证 明 这 三 类 元 素 由 举 平 延生 成 即 可 。 
S11 0 ， 
(1) [| ] ” 7 0 
1 一 。 。.。。。 
\0 J ' " 
0 I 0 1 
0 si, 0 | 
I Sis 10 7 0 
“ 二， 0 Sr -19yy 3 
0 st 0 
0 I 0 I 
其 中 : : 
z 0 
S11 SI … Sir 7 0 
Sr Sar “"* Srr ，) 0 
0 了 


的 元 素 显 然 为 辛 平 延 ， 其 中 Si 人 0 。 如果 s$ii 二 0 9 则 为 单位 阵 。 
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在 了 为 辛 平 延 ， 厂 会 Sb( 玉 )， 那 么 不 难 验证 FT7:! 仍 是 涪 
平 延 。 考 虑 下 面 等 式 


A 0V® TV 0 
[ Av)\o TD 八 0 4 
了 (2) AA’ 7 1 十 A A 
‘ 
0 { 0 / 


2) 
1 4 
xd 人 外 
0 1 


再 计算 
人” 工 十 入 /1 \ /i ~(1+X%) 0 
1 1 0 0 
0 0 
0 0 
0 Ln) 0 了 (7 
at 0 0 Tr) 0 1 
0 一 1 0 
0 0 
0 0 
、 0 | 了 7) .0 1) 
1'? 5S fi? 0 
| 由 二 的 条 和 同样 可 证 地 是 下 的 
0 FA T 了 
乘积 。 , 四 
CD 小 其 中 4EGL, (F), 先 将 4 表 成 4= 
了 四 
1 
站 TD DGCd)， 其 中 D(d)= 和 。 于 是 
1 5 
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A (fds) Dld) 
; -1 | \ / ,J -1 } 
A i 去 J (Ti hi;)’ ) D(d-) 


1 
要 证明 sa 池 下 和 让， 只 要 证 明 上 式 右 夫 的 每 个 因子 由 平 


4 


延生 成 就 行 了 。 这 可 由 下 面 的 等 式 得 出 ， 


0 1 1 1 “1 0\/1 1 
oh 
一 1 0 0 1/ 人 一 1 1/\0 1 


《8 ) 类 型 下 的 阵 利 用 式 (5~16) 可 表 成 平 延 的 乘积 。 

5.4.4 射影 壮 群 的 单 性 

已 知 辛 群 的 中 心 C(3p(F))= {1, 一 ), 简 记 为 C={7， 
一 1}。 辛 群 Sp (FF)》 对 它 中 心 C 的 商 群 Sp.(F )/C 称 为 射影 吝 
群 ， 用 PSp (已 ) 表示, 即 PSp(F)=Sp(F)/C。 这 节 的 主 
要 内 容 是 证 明 ， 除 某 些 特殊 情形 外 ，PSp(F ) 是 单 群 。 

定理 5.4.7 若 锡 是 辛 群 Sp(F》 的 非 中 心 的 正规 子 群 , 那么 
和 二 Sp(F), 除 r= 二 1，|FI=2 或 3 和 7 =2，,，|Fi=2 外 ,其 
中 27 = 7 , z 

由 此 定理 立即 可 得 下 面 的 系 。 

系 5.4.6 射影 辛 群 4> 户 (全 ) 是 单 群 ， 除 7 一 1，|P= 3 
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或 3 和 ?r=2, |F|= 2。 
为 了 证 明定 理 5.4.7， 需 要 儿 个 引 理 。 
引 理 5.4.1 在 定理 5.4.7 的 假设 下 ， 若 及 包 有 一 个 辛 平 延 ， 
则 R=Sp_(F)。 
“证明 设 辛 平 延 T= 了 +4Bvw’ vwEEN， 其 中 1EF*，v 大 
0 。 由 于 任何 二 个 非 零 向 量 在 辛 群 之 下 可 迁 ， 因 此 存在 7,EE 
Sp(F)， 使 得 v7 ==(0,.…,0,1，0,.…, 0 )， 


7 = 一 r ~ 上 
了 (7) pp | 
0 
(i = 。 ENR, 
0 
| 
Pash 
令 
a b 
1 0 D 
M=)| 。 J ad 一 pc= 1 1, 
0 07 7 


易 见 钢 尘 SL,(F) 衬 Sp,(F;)， 杀 位 纲 所 观 。 由 于 


I 1 
TD 
% 人 MD ] ， 
TD) 
1 pn 
Tl) 0 D) 
根据 引 理 5.1.1, 用 站 吸 包 有 1 ， 对 任何 4 
LY 


ECP"， 考 虑 
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| 0 L Ter-D Qe- | 0 和 
一 人 () 0 0 上 Try) jj" 0 


| 
< 
中 
二 


站 


根据 定理 5.4.3 的 (3)， 得 到 本 引 理 。 

引 理 5.4.2 及 满足 定理 5.4.7 的 假设 ， 则 亲 必 包 有 一 个 辛 
平 延 。 

证 明 由 于 外 是 辛 群 Sp《 玉 ) 非 中 心 的 正规 子 群 ， 则 负 必 包 
有 一 个 非 中心 元 素 了 和 存在 一 个 辛 平 延 14:= 了 7 了 +40m mm， 使 得 
了 ,一 277TTz 了 ， 和 了, 己 先 。 将 代入 7,， 得 到 

T,=(T —AiBv vo) TT +AB VI) (vi)), 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 
(a& ) vw 与 了 线性 相关 。 
设 一 caD，0a EA"。 则 
7 一 (了 一 4Bm vw)(T +Aa Bwv’v) 
一 了 一 Ba vt+iaBv’ wv 
一 了 十 (4c 一 1)DBm mm。 
可 果 hQ? 一 4 关 0 ， 则 ,是 辛 平 延 ， 而 且 人 7 所 先 。 如 果 h4a” 一 
/二 ， 这 与 1 ,< [矛盾 。 因 此 ， 对 情形 (a )， 腾 确 包 有 一 个 

《Cb ) 与 oT 了 线性 无 关 和 ”之 4。( 因 为 n = 2 时 ，3p,(F) 

二 SL,(F)。) 再 区 分 二 种 情形 讨论 ， - 


(je 人 (2 | ”| 维 全 迷 向 
vw/ ” vf -( ,上 (7) 生生 部 


子 空间 ， 存在 {ESP(F)， 使 得 
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) 1 0 0 … 0 
1 ,= | 
vi 0 1 0 … 0 


令 / =7T3'7,7.,, 则 
T,=T(T 一 1Bo vw) T +ABCVT) (wT ))Ts 


FESR 
| | : 
一 0 一 1 
， 7 0 了 
0 -。 
. 人 0 
1") 
1 
-| 一 4 
0 了 (7 
0 
7 ,本 身 不 是 平 延 ， 但 可 利用 了 , 造 出 一 个 包 在 及 中 的 平 延 ， 考 巾 
等 式 
1 人 中 | | 0 加 
L， 1 人 -1 人 0o 1 -1 -1)/ 
人 
0 -1 八 -14 -i/\0 一 1 1 一 14/ 
可 得 
Ton 0 
0 一 4 
7 -~ 一 4 一 4/ ER, 
0 | IT‘) 
0 
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7 0 
| 
7 -~ 4 一 4 王 几 ， 
0 Ter) 
0 


注意 ,这 里 用 到 ”之 4。 而 对 ?= 2 时 , 已 有 SL, (FF) = 
Sp CF), 


了 0 
0 0 
T's:16= 0 一 24 EN, 
0 7 
0 


如 果 域 的 特征 < 2 ， 则 7,7。 是 多 中 的 一 个 平 延 。 引 理 得 证 。 如 
0 
果 域 的 特征 是 2 ， 到 4-[ ,) qt 大 1， 这 在 IF|>>2 时 总 
人 
可 取 到 。 考 虑 等 式 


可 得 
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7 0 I" 0 
0 一 4 
人 =| 一 1 一 4a 一 
0 70 0 7 
“0 “0 
To 
|。 
0 一 A(a+1) 二 中 
9. I 


由 于 az 1 ，7 是 兄 中 的 一 个 平 延 。 如果 IF| 一 2， 考虑 1 之 6 
的 情形 ， 为 书写 简 音 起见, 不 妨 设 n=6。7，7。 重 新 写 
出 为 


3) 0 3 0 
4 4 一 1 {= 0 1 0 Ts hb 
1 (3) 1 1 0 
0 0 0 
考虑 
1 1 1 
0 1 0 
1 I 
,= T, 
\ 1 1 
0 1 0 1 
1 
六 0 
一 | 0 ， 
1 了 3) 
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1 3) 0 AS 0 -1 
TT 加 0 ] 0 ) 0 1 
10 一 9 
1 1 0 3) | 1 1 了 (53) 
0 0 0 : 0 
了 3 
| 0 .10 1 
1 0 0 1 
0 0 1 
111\™ 111\™ i 
101 0 101 0 
011 011 | 
11 一 7 1 
1 1 工 1 1 
0 10 1 \ 0 101 
011 z 011/, 
[1%) 0 
T's 8) 
了 (3) 0 \ 
1 ,=7 ,17 ,= ] 语 
0 了 (3) 


人 ,是 先 中 的 一 个 平 延 。 


VO OO AN/ 0 a 
(ii) | Jal -| z ) as 关 0。 
DO 2 — 妃 如 


1 0… 和 0 0 1 0 … 0 0 0 

由 于 jE ~ 一 多 
0..0a0.0/\ .0a0…0 -aa 0 
人 一 一 一 人 


-一 一 
r r”—1 r ”1 


根据 系 5,4.3， 存 在 s 包 3p,,(F )， 使 得 
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重复 前 面 的 讨论 ， 便 得 到 引 理 。 

引 理 5.4.3 (0) 兰 26， 其 中 是 作用 在 6 个 文字 上 的 
完全 对 称 群 。 

0 1 

证 明 设 信 ,是 五 ,上 4 维 向 量 空间 ， p=( 
是 让, 上 韭 退 化 交错 型 。 设 {Xj，X:，y1，Yy2) 是 系 5.3.1 中 
所 描述 的 站, 的 基 底 ， 即 《xi，y 了 (xy 和 B(xi, YY1) 
一 厅 (xs，ys) 一 1， 有 (yi， xX)=B (ys Xe)=—1, B(x 
Xi) 一 万 (Vi yn 一 0，1 = 一 1，2。 广 中 的 15 个 非 零 问 量 为 1{x 
Xs, XIX Yi Xi yi XT yi, Xj 十 Xs 十 yi， Vos Yi Ys 
XtyiTt ys, Xtyit ya XT Xt yt ye MI 十 ya Xt Ys 
Xi 十 Xz 十 y2}， 六 :中 的 一 个 子 集合 C， 若 它 有 5 个 元 素 ， 而 且 C 
中 任何 两 个 元 素 都 不 正 交 ， 则 称 C 为 一 个 构 形 。 例 如 含有 Xi 的 构 
形 有 2 个 ; 

‘Xi Yi MI 十 Yi 十 MX MI 十 yi 十 yz 
Xi 十 yi 十 Xs 十 YY2} 
和 
{Xs KE 二 Yi Yi 二 Xo Yi 十 Ys，Y 1 十 和 Ys 十 2?。 

而 且 没 有 别 的 构 形 含有 xi。 实 际 上 ， 可 以 验证 ， 对 每 个 X( 关 10) 
EV,，x 属 于 2 个 且 只 有 2 个 构 形 C 和 C’ ,而且 作为 集合 CfiC 
= {xX}。 著 在 ,中 有 /个 不 同 的 构 形 ， 则 57== 2 Xx15, 于 是 j 
一 6， 即 上 ,中 只 有 6 个 不 同 的 构 形 。 令 厂 = {C1， C;, "sy Ce}。 
若 a ESb (三 )=5pD ED), 则 cC 是 广 的 构 形 当 且 仅 当 C 是 广 ,的 
构 形 。 于 是 ca 诱导 出 集合 太 上 的 一 个 置换 Ge， 肌 射 co 5 给 
出 群 Sp,(,〉 到 Ss 的 一 个 同 态 。 进 而 ， 这 个 同 态 是 单 财 的 。 因 为 
行 9 ENP, ,), 0 六 1 ， 则 存在 XEV,，0x%x 天 XxX。 设 x 属于 和 攀 
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形 C 和 C”， 那 么 ox 不 可 能 同时 六 于 C 和 C’。 设 oxFC， 因 此 
oC C， 于 是 0 和 1 ， 这 表明 a 一 0 是 单 射 ,由 于 |56l=6!1 一 720， 
p(T:)|=7209 ， 于 是 c 一 0 是 满 射 的 。 由 此 得 到 Sp,(F，) 
Se 

定理 5.4.7 的 证 明 根据 引 理 5.4.1 和 5.4.2， 只 要 再 说 明 
Sp(F,) 包 有 一 个 非 中 心 的 正规 子 群 就 够 7。 由 引 理 5.4.3， 
9p (zt ) 兰 Se， 而 由 偶 置 换 全 体 组 成 的 5。 的 子 群 4 是 > 的 非 中 心 
正规 子 群 。 定 理 得 证 。 

系 5.4.7 除 %= 二 2,，|F|= 2 或 3， 和 % = 4，|F|=2, 琉 
群 等 于 它 自 己 的 换 位 子 群 ， 即 

opIF)=[Sp (FF), Sp (FF) 


$35.5 二 次 型 和 对 称 双 线性 型 


在 线性 代数 中 ， 讨 论 了 实数 域 和 复数 域 上 的 二 次 型 ， 并 给 出 
了 它们 的 标准 型 。 在 这 节 ， 将 讨论 一 般 域 上 的 二 次 型 及 与 它 密 切 
相关 的 对 称 双 线性 型 。 本 章 以 下 各 节 都 假设 域 下 的 特征 二 2 。 

定义 5.5.1 二 次 型 @ 是 一 个 由 疝 量 空间 三 到 基 域 瑟 的 映射 ， 
它 满足 下 面 的 条 件 ， 

(1) Q(ax)=a Q(xX)， 对 任何 4 EF，xEV。 

(2) B(x,，y)= 二 Q(xXt+y) 一 Q(X) 一 Q(y) 是 双 线 性 型 。 

称 B 为 二 次 型 Q@ 相 伴 的 双 线 性 型 。 显然, B 是 对 称 双 线性 型 ， 


而 且 ， 由 于 域 特征 交 2， 有 Q(x) = -一 -BC(x，x)， 即 二 次 型 


Q 可 由 相伴 的 双 线 性 型 所 决定 。 另 一 方面 ， 若 BB 是 给 定 的 对 称 
双 线 性 型 ， 那 么 令 Q(x)= 二 B(xX，X)， 苹 一 个 二 次 型 ， 与 此 一 
次 型 相伴 的 对 称 双 线性 型 是 B(x，y)=28(xX，y)。 办 此 , 研究 
二 次 型 等 价 于 研究 对 称 双 线 性 型 。 与 交 负 型 的 情况 相同 ， 布 望 能 
找到 对 称 双 线 性 型 在 合同 变换 下 的 标准 型 或 完全 不 变量 。 这 对 于 


i 


和 有 限 成 上 辛 群 Sp2,(Fa) 的 阶 力 ， (g2r ~ 1)g2" 1(g 2 1 gg 
™ 1 ) " qd。 
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复数 域 与 实数 域 的 情况 已 经 解决 了 。 但 对 于 任意 域 ， 这 是 一 个 很 
不 简单 的 问题 。B = 0 是 平凡 情形 ， 以 下 的 讨论 总 假设 8B 下 0 。 

设 B 是 1 维 向 量 空间 人 矿 上 的 对 称 双 线性 型 ，(e!/，…，ewn) 是 
三 的 基 研 。 称 矩阵 3 一 (Bl(e:，ey)) 为 万 相对 基 展 〈el，…，en) 
的 对 称 阵 〈 或 简称 为 阵 )。 若 (f1，…,f。) 是 乒 的 另 一 基 庶 , 妃 相 


对 (fi pe 的 阵 为 5 二 (B (f;， f 1))。 设 f= 2 pijess 8 
) = 1 

= ，… 1， 则 8B (fi f;) 一 也 (Be, we | = 
! t 


2 PiiB (ei es) prso 于 是 有 


ls t+ 
S,=PSP’, 

即 向 量 空间 矿 上 的 对 称 双 线性 型 刀 ， 在 不 同 基底 之 下 的 阵 表 示 合 
同 。 因 此 ， 求 对 称 双 线性 型 的 标准 型 问题 等 价 于 求 对 乏 阵 在 合同 
变换 下 的 标准 型 问题 。 

定理 5.5.1 设 8 是 基 域 上 + 维 向 量 空间 广 上 的 非 零 的 对 
称 双 线性 型 ， 那 么 在 厂 中 存在 一 个 基底 (e;,，…，es)， 使 得 8B 相 
对 此 基底 的 对 称 阵 C 有 形式 


b, 多 | (5-19) 


其 中 了 0，1 过 ir,， 1 区 rn 
证 明 ” 先 通 过 矩阵 运算 给 出 证 明 ， 然 后 用 几何 方法 给 出 另 一 
证 明 ， 使 读者 可 从 中 进行 比较 。 
( 1) 设 与 妃 相 应 的 对 称 阵 征 


Ti i —r 


全 ”人 卸 降 中 未 列 出 的 元 素 均 是 0 元 素 ， 以 下 风 。 
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dl Ge Cr 


C,= di do do 


G ，。 CQ 
对 一 dim 斑 施 归 纳 法 证 明定 理 。 
(a) 2 一 1， 显 然 。 
(by) 假设 dim = 二 7 一 1 时 定理 成 立 。 今 证 明 dim 太 = 和 时 
定理 成 立 。 分 三 种 情况 讨论 ， 
(i1) 设 a 天 0， 那 么 


1 1 ‘ 
一 2011 1 C, 1901 1 
—0,s011 1 一 GilzGil 1 
Gil 0 0 
oo 0 b,, b,, 
0 pb 8 
(ii) cl 一 0， 但 存在 某 个 a); 到 0 ， 那么 
0 1 0 1 
1 1 
1 1 
i 行 1 C， 1 
1 0 1 0 
1 z 1 
1 1 
ii bi1, b,, 
a bi b,, , 
b,, “ D 


化 为 情形 〈i) 。 
(iii) Gij=0, t=1, 2,'**, 1。 如 果 B= 0， 定理 显 


然 成 立 。 如 果 妃 z 0 ， 必 存在 oj% 0， 1 大 1 ， 不 失 一 般 性 ， 设 


Ql 六 0 | 
1 > 0 G1» Qin 1 1 
Gl» 0 9ss (Gon 2 
1 。 
1 他 13 C23 0 » 
* 曲 交 Qs sn 1 
1 ddl» Gs» Qa-1n 0 
di: 0 机 0 
ze bi, b,, 机 bss 
: “ : 下 
b,, b,, 


化 为 情形 (ii)。 

综合 上 述 ， 表 根据 归纳 法 假设 ， 便 得 到 定理 。 

(2 ) 几何 方法 的 证 明 

因为 BB 去 9090， 故 必 存在 WE 让， 使 得 B(wu) 下 0。 否则 的 
话 ，0 = 二 BCUtw，U 二 2) 二 2B(u，w)， 于 是 对 任何 刀 和 ww 都 
有 B(u， v)= 0， 这 与 BB 大 0 世上 盾 。 令 下 一 4 V =Fu, 二 
然 如 限制 在 族 ,， 上 是 非 退 化 的 ， 有 VfVt= {0)。 设 b==B(ws 
U1)， 对 于 XEEV， 令 y= 二 xX 一 01 B(x，ui)u:， 计 算 

Bl(y, U1)= B(xX, Ui) —bi B(x, Wi) B(U, UW)= 0 ， 
由 此 得 出 yEV 1, X=y+0i D(x, UU 二 VODYVt。 如 果 
Br 一 0， 那么 取 7 = 二 1， 及 Vr 的 基 (zz1，…，z-1)， 则 在 六 


的 基 (1, BS1g ''*, Zn 1) 之 下 ， B 的 阵 表 示 形 如 式 (5-19)。 如 果 
‘Bly 0， 则 有 uw:EYr,， 和 使 得 B (uw， Ws) = 0,z 0 .重复 上 述 


步 又， 有 限 步 后 ， 可 得 到 定理 。 

定义 5.5.2 设 总 是 三 上 的 对 称 双 线 性 型 和 《1 ，…，La) 
是 广 的 基底 ， 而 且 对 所 有 的 守 关 了 都 有 Ba u,) 二 0， 那么 称 
(au …，tUs) 是 矿 相 对 B 的 正 交 基 。 

由 定理 5.5.1 知 ， 向 量 空 间 太 相对 任意 给 定 的 对 称 双 线 性 型 
都 存在 正 交 基 ， 但 并 没有 正 交 基 唯 一 的 结果 , 用 拖 阵 的 语言 即 是 ， 
任何 对 称 阵 在 合同 变换 下 可 化 为 对 角 型 阵 ， 但 此 对 角 阵 也 不 能 由 
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.BB 唯一 确定 ,我 们 希望 得 到 对 称 年 阵 在 合 向 变换 下 的 完全 不 变量 ， 
.例如 在 基 域 是 复数 域 时 ， 其 完全 不 变量 就 是 矩 泗 的 秩 ， 基 域 是 实 
数 域 寺 ， 其 完全 不 变量 是 矩阵 的 秩 和 符号 差 。 在 复数 域 上 ， 黄 个 
对 称 和 矩阵 合同 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 秩 ， 在 实数 域 上 ， 两 个 对 称 
短 阵 合同 当 且 仪 当 它 们 有 相同 的 秩 和 符号 差 。 完 全 不 变量 的 确定 ， 
很 强 好 依赖 于 基 域 的 算术 性 质 。 对 于 基 城 严 是 有 理 数 域 时 ， 闵 可 
夫 斯 基 (Minkowski) 和 险 塞 (Hasse) 解决 了 这 个 问题 。 他 们 
应 用 了 代数 中 赋 信 论 的 工具 。 代 数 闭 域 的 情形 与 复数 域 结果 相同 ， 
实 闭 域 请 形 与 实数 域 相同 。 此 外 ， 有 限 域 的 情况 也 比较 简单 ， 由 
于 篇 幅 的 关系 , 不 在 这 里 讨论 了 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 参考 文 
献 (6 ]。 

系 5.5.1 设 忆 是 大 的 子 空间 ， 瑟 是 矿 上 的 对 称 双 线性 型 。 如 
果 中 是 非 退 化 的 ， 那 么 U 的 正 交 基 可 以 扩充 为 的 正 交 基 。 

证 明 “ju 是 U 上 的 对 称 双 线性 型 。 由 定理 5.5.1，U 有 一 
正 交 基 (ui.，…，u;)，7 一 dim ， 使 得 外 上 的 阵 表示 为 


b， 
本 


其 中 D= 再 (u i, )。 由 响 是 非 退 化 的 ， 风 65, 关 0 ， 1 一 1 ， 
2 而 生 U NU+= {0}, 说 XEEV， 令 


y=X— > B(x, uw)b; wi, 
1 三 1] 
汉 ' 算 
By, u)=B(x, u)— >》 B(x,u)biB(us uy)= 10. 
1 = 1 

因此 yEU+， 从 而 得 到 人 矿 二 UU+。 下面 采 用 定理 5.5.1 的 证 
用 方法 ， 便 得 到 此 系 。 

系 5.5.2 设 刀 是 向 量 空间 广 上 的 对 称 双 线 性 型 ， 它 在 广 的 
去 ; 发 (ww, 机 1 机 Zn ) 有 泗 表 未 
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那么 Vt!= 》 Fs 


证 明 设 EVF， 则 xEVt 当 上 且 仅 当 B(u;, xX) 二 0,1 夺 


i 人 rr 和 B(z;,，X) 二 0，1 坟 7 坟 f 一 ?, 设 X 一 2 Giti 十 
1 = 1 


n r nr 
2 by%;, BP (Ww -Bu 2 a;tt; 十 2》) psy ]- 


t= 1 1}=1 
ab,。B (wu:，X)= 二 0 当 且 仅 当 a;== 0， 因 为 6 二 0。 再 考虑 到 
万 《zj XI) 一 010， 1 委 J) 系 1 一 了。 因此 xE V+ 当 且 仅 当 x 所 


85.6 正 区 和 群 


5.6.1 定义 

域 严 上 的 有 限 维 向 量 空 间 扩 和 它 上 面 的 非 退 化 对 称 双 线 性 型 
B 被 称 为 正 交 空间 ， 用 (了 ，B) 表示 。 由 于 在 域 特征 2 时 ， 
给 定 的 二 次 型 Q@ 有 相伴 的 对 称 双 线性 型 B，B (x，y)== Q(x 二 
y) 一 Q(X) 一 Ql(y)， 而 且 给 定 一 个 对 称 双 线性 型 了 B 有 相伴 的 二 


次 型 Q， Q(x)=—— B(x, X)。 因此 正 交 空 间 也 用 (YY，Q) 


表示 。 令 (7,，Q1), (7,,，Q,) 是 二 个 正 交 空间 ,， 那么 出 
(V1,，Q1) 到 (7,，Q,) 的 一 个 等 距 变换 7 是 指 7 是 产 , 到 大 。 
之 上 的 可 道 线性 变换 ， 而 且 对 任何 xEVY ,满足 Q@,( 7 (x))= 
Q,(x)。 这 时 也 称 空间 广 和 矿 , 是 等 距 的 。 设 B, 是 与 Qi 相伴 的 
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对 称 双 线 性 型 ,不 难 验 证 B,C(7(xX)，7(y))=B.(x,，y)， 对 
任何 x，y 刁 六 ,， 如 果 存 在 由 (7,，Q1) 到 (了 ,，Q;) 的 一 个 等 
距 变 换 ， 则 称 二 次 型 Q, 和 Qs 是 等 价 的 ， 其 相伴 的 对 称 双 线性 型 
Bl 和 Bs 也 称 为 等 价 的 。 

如 果 人 是 辣 量 空间 三 上 非 退 化 的 二 次 型 ， 则 大 到 天 之 上 的 等 
距 变换 称 为 矿 (或 〈 厂 ，QJ)) 的 正 交 变换 。 事 实 上 ， 若 7 是 矿 
到 大 之 中 的 线性 变换 ， 满 足 Q(7 (x))=Q(x)， 对 所 有 x 和 GE 三 ， 
则 7 必 是 正 交 变换 。 因 为 QC(7 (x))= Q(x)， 则 对 Q@ 的 相伴 对 
称 双 线 性 型 了 了， 有 B (7 (x)，7(y))= B(x，y)， 对 所 有 x， 
y 己 让。 于 是 车 7?(x) 二 0， 那么 对 所 有 yEV， B(x, y)= 二 0。 
因为 B 是 非 退 化 的 ， 因 此 x= 0 ， 即 7 是 一 一 变换 。 再 考虑 到 人 
是 有 限 维 的 ， 所 以 了 是 映 上 。 这 表明 7 了 是 正 交 变换 。 扩 的 正 交 变 
换 全 体 成 群 ， 用 O (六 ，Q) 表示 ， 称 为 让 相对 QQ 的 正 交 群 。 
O(yV，Q) 是 GL(VY) 的 子 群 ， 

Ol(V, Q)= {7EGLC(V)Q (nN (x)) 
Q(x) YXxEV}, 

设 (el，…，e) 是 广 的 基底 、 人 让 上 非 退 化 对 称 双 线性 型 恕 
相对 此 基底 的 阵 表 示 是 S， 人 上 可 道 线性 变换 7 相对 此 基 压 的 阵 
表示 是 了， 那么 7EEO(V，Q) 当 且 仅 当 31'= S$。 因为 7E 
O(W，Q) 当 和 且 仅 当 B(7(X)，7(y))= B(x,y), B(7 (xX), 
nC(y))= 二 B(x，y) 当 目 仅 当 B(7 (e;)，17 (ee;))= B(e;, ey) 


1 


对 于 1<i, jnon(e) = 2 te (ty)= 了 ,将 7 (ei) 代 
人 
入 上 面 等 式 ， 便 得 到 S =73S7'。 进 而 ,计算 行列 式 detS= 
(detT)*.detS。 由 于 B 是 非 退 化 的 ，(detS)! 存在 ,因此 det7 = 
+ 1] 。 如 果 det7 = 1， 称 7 了 为 旋转 或 正常 的 正 交 变换 ， 如 有 
det7= 一 1 ， 称 7 了 为 非 正 常 的 正 交 变换 。 由 于 同一 线性 变换 虽然 
相对 不 同 茹 底 有 不 同 的 阵 表 示 ， 但 其 阵 表 示 的 行列 式 的 值 是 相同 
的 。 因 此 把 线性 变换 在 某 一 基底 下 的 阵 表 示 的 行列 式 就 定义 为 此 
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线性 变换 的 行列 式 ， 于 是 有 det7=det7。 令 0O(V，Q)={7E 
O(V，Q)ldet7= 1)， 即 07( 矿 ，Q) 是 由 0O0( 广 ,Q) 中 的 旋 
转 组 成 的 子 群 。 不 难 看 出 ，O7"( 矿 ，Q)<OC 广 ，Q)， 和 《0O: 
0O!)=2， 这 里 0O = 二 0 《VV,Q)。 
设 B, 和 8, 是 两 个 非 退化 的 对 称 双 线 性 型 ， 而 且 彼 此 合同 ， 
那么 有 和 群 同 构 
Ol(V, Q) OV, Q;), z 
. 其 中 Q; 是 与 B; 相伴 的 二 次 型 。 此 证 明 与 辛 群 的 情况 完全 相同 ， 
请 读者 证 明 。 由 于 这 个 结果 ， 在 研究 正 交 群 时 ， 总 是 选取 对 角 型 
的 对 称 阵 决 定 的 对 称 双 线性 型 来 考虑 。 例 如 ， 在 实数 域 上 ， 如 采 
二 次 型 Q 是 定 正 的 ， 那 么 可 取 S = I。 这 时 条 件 T7237 = S$ 就 是 
TT' 一 J， 这 正 是 在 线性 代数 中 学 习 的 实数 域 上 正 交 阵 的 定义 。 
下 面 讨论 在 正 交 群 中 起 重要 作用 的 、 称 为 对 称 的 正 交 变 换 。 
设 a GE 三 ， 满 足 Q(u) 关 0， 那么 它 决 定 一 个 正 交 变换 9:x 一 


x 一 8(X; 4W) ,,， 其 中 是 Q 相伴 的 对 称 双 线 性 型 ,由 于 x 一 


x 和 x->B(x，u)v 对 任何 uw，w 都 是 线性 的 ， 因 此 >。 是 线性 
的 。 计算 


-Of( -了 Gx，1L) 
2(S.(x))=Q( zx 一 人 Ca ) 


= Q(x) 十 Q (u) 
一 号 B(x, u)= Q(xX), 
因此 S, 确 是 正 交 变换 ， 称 S, 为 u 决定 的 对 称 。S,(u) = 一 u, 和 
如 果 呈 Lu， 即 BCw,vo0)= 二 0, 则 SS,(vw)=w。 由 于 Bw, ww) 址 0， 
省， 是 非 退 化 的 ， 因 此 矿 =Fw 斩 Fult。 现 在 ,可 以 给 出 S, 的 几何 
描述 ， 它 在 子 空间 Fu+ 上 是 便 等 变换 ， 而 将 4 变 到 一 w。 如 果 取 


了 
下 为 实数 域 ，B, 为 通常 内 积 ， 即 Bi(x，y)= 2 


xi21 其 中 
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Vy Xieis Y= > Yie:。 令 Q(xX)==(x,xX), 与 Q@ 相 伴 


1 = ] 

的 对 区 双 线 性 至 B(x y) 一 2(x，y)。 那 么 9.(x)=x 一 
2 (X， 4) a i U 一 2 
uu) Hu 2( x [5 ) ul lu。 
S.(x) 是 x 对 于 过 原点 与 4 垂直 的 平面 矿 的 镜像 ， 见 图 5-1 。 
取 z 一 芭 为 下 的 基底 ，(za uv) 为 Fu 的 正 交 基底 ,那么 
Du 相对 正 交 基 (1 U2 *“'*:， Wn) 的 阵 表 示 是 

一 1 

1 
1 ， 
1 

det9 ,一 一 1，S: 一 1。 如 果 7 
是 任意 一 个 正 交 变换 ， 那么 
1.9.7 = Sy 0)o 这 只 要 通过 具体 
计算 就 可 得 到 ， 图 9571 


NS (x)= 7 071(x) 一 


有 CT (xX) ww) 
TT Q (wu) 7(u) 


mxX, 7(0)) _ 
一 XX On (Cu)) 1 (10) 一 oo(x)。 

的 两 个 子 空间 Ul, 和 UU, 正 交 ， 常 用 U1U, 家 示 ， 是 指 
B(xX，y)= 二 0， 对 所 有 xEUl，yEU,。 空 间 广 是 子 空间 UU 
“9 LU ， 的 一 个 正 交 站 和 分 解 ， 如 果 有 (1) =U DB…pU, 和 
(2 ) 对 所 有 i 了 ， 有 局 LU。 这 时 可 将 乒 表 成 


三 =U LU .| LU。 


对 于 x， 可 将 x 表 成 wx= 2》| xi，XiEU,。 那 么 
t= 1 


17 0 


oem-ol 六 可- Y oc. 


;1 1 = 1 

由 于 QQ 是 非 退 化 的 ， 易 见 "lu 仍 然 是 非 退 化 的 。 注意 , 一 般 说 来 ， 
如 果 在 空间 矿 上 是 非 退 化 的 ， 将 限制 在 任 一 子 空间 UU 上, 不 
一 定 是 非 退 化 的 。 

对 于 xEV, 车 x 天 0 ,而 且 Q(x)= 二 0, 则 称 x 为 迷 向 向 最 。 
的 子 空间 U 称 为 迷 向 的 ， 如 果 U 包 有 一 个 迷 向 向 量 ，U 是 全 迷 
向 子 空间 ， 如 果 员 =0， 即 Q(w)== 0， 对 所 有 uuEU。 显 然 ， 
U 是 全 迷 向 的 当 且 仅 当 UCU+。 人 VV 的 非 退 化 的 、 述 同 的 二 维 子 
空间 称 为 双 曲 平面 。 

定理 5.6.1 (1) 设 信 是 二 维 癌 量 空间 , 0 是 让 上 的 二 次 型 ， 
那 末 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 

(i ) 天 是 一 个 双 曲 平面 。 

(ii) 斑 有 基底 〈u，%)， 使 得 

Bl(uu)= BV,v)= 0, Bu,v)=B(v,u)=1 
称 具 此 性 质 的 基底 为 双 曲 对 。 

(iii) detB== 一 1..0:， 对 某 个 a EF*。 

(2 ) 对 任何 二 个 双 曲 平面 广 和 VV,， 都 存在 等 距 变 换 7 ,使 
得 17 ,二 了,。 z 

(3 ) 任何 双 曲 平面 都 包 有 2 个 且 只 有 2 个 一 维 全 迷 问 子 
空间 。 z 

(4) 双 曲 平面 瑚 的 旋转 群 O'(F, 六 ) 同 构 于 域 下 的 非 零 元 
全 体 * 的 乘法 群 ， 厂 的 每 个 非 正 常 正 交 变换 是 一 个 对 称 。 

证 明 (1) (〈i) 仿 GD， 因为 矿 是 双 曲 平面 ， 它 包 有 迷 回 
向 量 w，u 关 0 和 B(u,u)= 0。 由 于 B 是 非 退 化 的 ， 则 存在 
EV 使 得 B(w，VD1) 二 6 0。 邻 2 二 0 vw 那么 B (wv) 一 
l1。 显 然 4 与 ,是 线性 无 关 的 。 令 

由 一 全 ?一 QO (Vu, 
B(lv, Vv)= BV QVIU, Vi—Q (Vs) 1) 
/ =20Q (Vv)—20(v0,) = 0， 
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Blv, w= 7(v.— QO(v, uu) 
=1=B(u, Vv), 
(i) 沪 (iii) 由 (1i)，B 相 对 任何 基底 世 阵 表示 为 


0 1 
C=P 人 
1 0 


其 中 PEGL,(F)，detP= a EF"， 于 是 detC= 一 1:a。 
(iii) 礼 (i) 由 于 8 的 阵 表 示 是 可 道 阵 , 因此 BB 是 非 退 化 的 。 
由 定理 5.5.1 得 知 ， 存在 正 交 基 (W, VD), 使 得 BB 的 阵 表示 CC 有 


b, 0 
对 和 角 型 ， c-| 小 Di 六 0，1 一 1 ， 2 。 由 (iii), det C= 
0 2 


一 a 一 DID， 对 某 个 a ER" 令 机 二 aw 十 01%V， 计算 B (wu1)= 
B (au+bw，au 二 bw) 二 a*6 十 626,= 0。 因 此 tw 是 矿 中 的 迷 疝 
向 量 。 得 到 ( i )。 

(2 ) 设 双 曲 平 画 ;有 双 曲 对 (Wu;，v;)，i 二 1,2。 令 映 
射 7 将 这 的 任 一 元 素 aui 十 bvw1 映 到 aus 十 bw; 则 7 是 让 到 VV， 
的 等 距 变 换 。 为 此 只 要 验证 (7 (au;-bv21))= Q(auit+bv1)。 

Q(7 (aui+6v1))= Q (ct 十 po) 
一 CGO) 十 DCQ(CD) 十 aD 
一 Q (aa 十 Di)。 

(3 ) 设 双 上 曲 平面 斑 的 双 有 曲 对 为 (u,vw)。 显 然 ， Pu 和 Fw 
是 两 个 不 同 的 一 维 全 迷 向 子 空 间 。 若 向 量 x=ou 二 pm， 满足 
Q (x) 二 0， 则 有 

0 = Q(x)=ab, 
因此 ，a 与 5 之 一 必 为 0， 有 即 xEFu 或 xEFv。 这 表明 有 
且 只 有 上 面 2 个 一 维 全 迷 癌 子 空间 。 

(4) 设 7EO(V， FF)，(Wu， D2) 是 矿 的 双关 对 ，7(CU) 
au 二 bv。 由 Q(7 Cu)) 一 Q(u)= 0, 得 到 ab=0。 车 4 = 0， 
7 (uw)= 二 bw。 由 此 有 7(V)EFu。 设 7 (vw)=a’ ws。 由 PB(7 (wu)， 
(VvV))==B (Ww 9)=1， 有 96= 1。 于 是 7 相对 基 (u,v) 的 
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阵 表示 为 


(» 
bp of 


det7? 一 一 1， 即 7 是 非 正 常 的 。 7 (w+b62)=wW+bvw, 7 (1 一 Do) 
一 一 (一 bw。 进而 ，B (wtbv，tt 一 bw) 二 0， 得 出 (uw 十 bw， 
HU 一 po) 是 正 交 基 ，7 =S.w 是 一 个 对 称 。 车 b= 0，7 (wu)= 
au。 由 此 有 7?(V)EFwvw。 设 7(v)=0wv。 由 BC(7 (CW), 7 (V)) 
二 B(u，Vw)， 得 出 ab,== 1。7 相对 基 (uw，w) 的 阵 表示 为 


| 


det7 二 1，7 0'(yV，F)。 再 根据 上 面 的 讨论 ， 得 到 7 扎 
O (Vy, 下) 当 且 仅 当 56 一 0，0 一 0 当 且 仅 当 7 有 阵 表示 


a 0 / 
| 给 O"(V，Q) 到 本 = 下 \《0} 的 同 构 。 
a 


5.6.2 消去 定理 

二 次 型 的 分 类 对 研究 正 交 群 有 着 十 分 重要 的 意义 ， 而 由 维特 
(Witt) 给 出 的 消去 定理 对 二 次 型 的 分 类 问题 起 着 本 质 性 的 作用 。 
这 节 主 要 证 明 消 去 定理 。 特 约定 ， 在 本 章 以 下 各 节 ， 矿 总 是 表示 
特征 大 2 的 基 域 太 上 的 4 维 向 量 空间 。 

定理 5.6.2 设 Q 是 向 量 空间 记 上 的 非 退 化 的 二 次 型 ，U , 和 
U :是 斑 的 非 退 化 的 子 空 间 ， 而 且 是 等 距 的 ， 那 么 Ut 和 Ui 也 
是 等 距 的 。 

证 明 用 符号 “一 ” 表 示 等 距 。 由 定理 假设 ， 有 

V =U BULt=U,BUL 
种 
Un 
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今 要 证 明 Ui~Uz。 对 dimU1(=dimU,) 采取 归纳 法 来 证 明 
定理 。 
假设 dim LU:=1， 和 D=PFua ii=1，2。 由 于 ?9 是 
非 退 化 的 ”有 Q(x) 关 0。 由 于 忆 t 一 Fa， 不 失 一 般 性 ， 假 
设 Q(wD)=Q(u)。 于 是 Q (uitw2)=2Q(u) + B (uw, uw:), 由 
此 有 Qu 十 2) 大 0 或 者 QQ (Wi 一 U2) 下 0。 容 则 的 话 , Q (ww1)= 
0。 人 假设 Qi 二 Tts) 关 0， 考 虑 也 (十 ty， 一 t) 一 0， 
有 Sr (Ui 二 1) 二 一 (Wi 十 WW,)， Dam (UH) = 于 
是 Si (Wu) = -us Siw (Pu) = Pu, SFul)= Fui, 
得 到 了 ur 守 Fuwz。 对 于 Q (wi 一 2) 大 0 的 情况 ， 作 类 似 的 讨论 ， 
可 得 到 同样 结果 ,fui~ 了 uz。 

假设 定理 对 于 dimU ;过 成立， 可 证 明定 理 对 于 dim 二 
时 也 成 立 。 由 于 "jo, 是 非 退 化 的 , 那么 存在 uu, EL， 使 得 
Q (ww) 寺 0。 由 系 5.5.1U, 可 分 解 为 

U=Fu,|W,, 
其 中 丈 , 是 下 4 在 已: 中 的 正 交 补 空间 , |w 是 非 退 化 的 , dimY ,= 
fr 一 1。 设 ”是 U, 到 UU, 的 等 距 变 换 ， 那 么 
U,= 7(U)= FOuW)LF WW)= Fu, WW,, 
其 中 7 (11) 一 8 7 (W)=W,, fu~Fu:, Wi~W,, 由 此 
得 到 
VV=Fu iW LUtr=Fu, l,l]Ui, 
利用 dimU = 1 的 结果 ， 有 
WL Ut+~W, LLU. 

由 于 dimWY = 二 dim1Y, 二 r+ 一 1 之 +r, 根据 轨 纳 法 假设 ， 得 到 
Uir~~Uy， 综 合 上 述 ， 定 理 得 证 。 通 常 称 此 定理 为 维特 消去 
定理 。 
”” 上面 定理 的 证 明 ， 实 际 上 给 出 了 一 个 结果 ， 两 个 非 退 化 的 子 
空间 之 间 若 有 一 等 距 变 换 ， 此 变换 可 以 扩张 成 为 整个 空间 的 正 交 
变换 。 进 而 ， 去 掉 子 空间 非 退 化 的 条 件 ， 此 结果 仍然 成 立 。 

定理 5.6.3 设 Q 是 向 量 空间 广 上 的 非 退 化 的 二 次 型 ，U 是 
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的 子 空间 和 radU=UNU+z {10}，U 二 radUGU’， 其 中 U7? 
是 UU 的 子 空间 。 令 (21/，…，2,) 是 radU 的 基底 。 那 么 可 将 U 
臣 入 非 退 化 子 空间 UB 玉 之 中 ， 其 中 二 有 基底 (zw1，…, 23w1), 使 
得 (z;，zwi) 是 双 曲 对 ， 对 所 有 1 委 ;! 委 7， 利 
Ut+W=U’ | Hl.…|1,, 

其 中 只 ;一 上 zi 十 有 mi 是 一 个 双 曲 平面 。 

证 明 令 j 是 U 上 的 线性 削 数 ， 它 由 f(z1) 二 1， 对 于 2 过 
i Sr 了 f(z) 二 0 和 对 所 有 ww EUVU，f(u’)= 一 0 给 出 。 由 命 
题 5.2.2， 存 在 zw,EE 刻 使 得 (4)== B (UW，zw1), 对 所 有 UEU，。 
于 是 f (z1) = B (z1 7401) 一 1 ， f (zi) = B (gi, X01) 一 0,21 
Tr，B(W ，%Ww1) 王 0， 对 于 所 有 Ww EUVU’。 如果 Q (zw1)=0， 
那么 (zl， xDO1 ) 是 双 曲 对 ， 如 果 QQ (zw) 二 4 大 0 , 令 tw1 一 一 
十 401:， (xz X01) 是 双 曲 对 。 以 下 设 (z1，ww1) 是 双 曲 对 ， 设 
及,== 了 Fz 十 Fx 是 双 曲 平面 。 由 于 "in 是 非 退 化 的 ， 厂 = 嫩 申 


H+i, Ui=U’+ Vv FzCHi=V, 和 rad U,= Vy Fi。 如 


1 > 2 JJ = 2 
果 r 二 1，U 二 WV=Fz++Frwi 十 [1 一 万 LU， 中 和 中 都 是 
非 退 化 的 ,因此 qi 是非 退化 的 得 到 定理 。 如 果 r>1， 
= 二 HY。 考虑 和 U,， 这 时 dimUl= 二 +r 一 1 之 r+。 根据 
对 dim radU 进 行 归 纳 , 可 得 了 中 的 同 量 ww.，…， Ww:， 使 得 


Di y Fw=U’ LH,L.1H, Hi= Put Pw 那 
1 = 2 


么 玉 = Y Fw; 满足 定理 条 件 。 
:= 1 
定理 5.6.4 设 Q 是 矿 上 非 退 化 二 次 型 。 映 射 7 是 子 空 间 U， 
到 子 空 间 U, 的 等 距 恋 换 那么 7 可 以 扩张 为 空间 信 的 正 交 
变换 。 
证 明 分 两 种 情况 讨论 ， 
(1) radL = 一 0， 即 局 ， 是 非 退 化 子 空间 。 由 于 U ,szU,, 则 
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U, 也 是 非 退 化 子 空间 。 根 据 定理 5.6.2， 萄 见 7 可 以 扩张 为 
的 正 交 变换 。 

(2) rad 太 关 0， 六 =radU U1。 根据 定理 5.6.3， 存 
在 子 空间 矿 !/,， 使 得 Ui 二 这,=04J4 HL 上 …J4HH,， 其 中 ;= 
Fzi; 十 Fxv,，zi，%w; 是 定理 5.6.3 中 给 出 的 ，U 十 V| 是 非 退 化 
的 。 令 "二 7 ，7 (= 加， 是 使 得 (754.，%w) 成 为 双 
曲 对 的 向 量 。 于 是 


7’ (U,+W,) = "(+ 并 + 7 | 


c= 7’(U’) 十 5 Fn(z) 十 了 TD， 
1 = 1 
=7 (Us) LY (五 7 (HD) LL7 (HH,), 
其 中 1 (万 )=FI(zi) 十 Faoi。 令 LU=T (U1 十 V1),U;, 是 非 退 
化 的 和 Ui 十 矿 , 一 U,， 由 定理 5.6.2，7”7 可 以 扩张 为 的 正 交 变 
换 ， 而 ”lo 二 7， 于 是 7 可 以 扩张 为 这 的 正 交 变换 。 
此 定理 通常 称 为 维特 扩张 定理 。 
系 5.6.1 车 U, 和 UU, 是 维 数 相 同 的 全 迷 向 子 空 间 ， 则 存在 
正 交 变 换 7 EO(V, FF)， 使 得 ?7U ,==U;。 
证 明 由 于 dimU =dimU,， 存 在 将 U | 映 到 UU, 的 可 道 线 性 
变换 。 设 为 7,， 因 为 U, 和 UU, 是 全 迷 向 的 ，7 是 等 距 的 ， 即 


~U,。 根 据 定理 5.6.4，7, 可 扩张 为 矿 的 正 交 变换 7， 即 7 
O(V，F)， 而 且 7?U ,=U;,。 

所 谓 极 大 全 迷 向 子 空间 是 指 一 全 迷 向 子 空间 ， 它 不 能 真 包 合 
在 更 大 的 全 迷 回 子 空 间 之 中 。 

系 5.6.2 所 有 极 大 全 迷 向 子 空间 有 相同 的 维 数 。 因此 , 极 大 
全 迷 向 子 空间 在 正 交 群 之 下 是 可 迁 的 。 

证 明 设 U, 是 任 一 全 迷 向 子 空间 ， 了 是 极 大 全 迷 回 子 空间 ， 
则 有 dimU 守 dimU ,。 如 不 然 ， 印 dimU <dimU:， 那 么 存在 
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U, 寺 Ui, dimU, 一 dimU。 于 是 存在 ?EO(V, Q), 使 得 7 (U)= 
U,，U 一 71(U,) 午 71(U,)。771(U,) 是 全 迷 向 子 空间 ， 这 与 U 
的 极 大 性 矛盾 。 

定义 5.6.1 急 大 全 迷 向 子 空间 的 公共 维 数 称 为 一 次 型 Q 的 
维特 指数 ， 用 >(Q ) 表示 。 


系 5.6.3 » (Q)<[— |， 其 中 | - - | 表示 7 


数 部 分 。 
和 证明 设 U 是 极 大 全 迷 向 子 空间 , dimU = > (Q)==?,radU 
二 U。 由 定理 5.6.4， 存 在 子 空间 玉 ， 使 得 
UT+tW=H,|IH,1:…1H,, 


于 是 <n， 即 ?<[ 一 |. 


对 于 空间 三， 可 以 分 解 为 一 些 双 曲 平面 和 非 迷 向 子 空 间 的 正 
区 和 。 设 过 是 乒 的 极 大 全 迷 向 子 空 间 ，dimC = >(Q)=?;， 存 : 
在 子 空间 丈 使 得 芝 十 丈 是 非 退 化 的 和 也 十 W=H,l…iH,V= 
CUV 十 矿 ) 四 (CU 十 矿 )+。 令 = (7T+ 丈 ) 则 蕊 是 非 迷 向 子 空 间 。 
如 不 然 ， 存 在 xEX，QGCx)=0。 那 么 UL 上 +Fx 二 U 和 [二 Ex 
是 全 迷 问 的 ， 这 与 U 的 极 大 性 予 盾 。 于 是 有 六 的 分 解 


V =H,LH,L.…1H,LX, (5-20) 


其 中 y= (Q), 对 是 韭 迷 问 的 。 
系 5.6.4 如 果 厂 除了 式 (5-20) 外 ， 还 有 分 解 式 
三 一 玉 | | 万， | 7， (5-21) 


其 中 总? 是 双 曲 平面 ，Y 是 非 迷 向 的 ， 那 么 有 »? = ?和 XX~Y。 


证 明 取 zjEH'， li r ,是 迷 向 向量 , 那么 y Fz, 


1 三 1 
是 了 维 全 迷 向 子 空间 ， 因此 去 。 由 于 任何 二 个 双 曲 平面 都 是 
寺中 的 ， 再 根据 维特 乍 理 ， 瑟 可 知 存在 7 CO Q)， 使 得 
7 (HLH)=Hi1:…1H,. 
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和 7 (Hn dl Hl X)=Y., 
由 于 了 是 非 迷 向 的 ， 有 ?rf 二» ，7 (XX)=Y 了 Y， 即 XX 人 ~Y。 
对 于 空间 洲 的 分 解 
V=H1… L1H,LX, 
选 基 座 (3z，W，Z2，， 9 其 中 (zi， 
“ww;) 是 双 曲 平面 厅 ; 的 双 曲 对 ，(y1，…，y:) 是 外 的 正 交 基 , 那 
么 与 @ 相 伴 的 对 称 双 线性 型 的 矩阵 表示 为 
0 1 
1 0 


CG, 
其 中 C; 是 可 逆 对 角 阵 。 由 此 可 知 ， 二 次 型 的 分 类 问题 由 维特 指 


数 » 和 韭 迷 向 型 所 决定 。 对 于 ”一 一 一 , 当然 这 时 * 为 偶数 , 情况 


就 简单 多 了 。 对 此 ， 适 当 排 列 基 说 ， 对 称 双 线 性 型 的 矩阵 表示 为 


0 1 
(re 0 ) 
这 时 可 以 将 维特 定理 用 矩阵 的 语言 叙述 如 下 。 
定理 5.6.2′ 两 个 n xy 可 道 对 称 上 矩阵 
Ci 0 C, 0 
| 0 C, | 0 网 

合同 ， 则 C。 和 C, 合同 。 

此 定理 的 纯 矩 阵 的 证 明 ， 读 者 可 参阅 参考 文献 [6 ]。 

利用 定理 5.6.2“， 可 以 解决 实数 域 上 对 称 和 矩阵 的 合同 问题 。 
此 问题 作为 练习 请 读 老 证 明 。 

练习 5.6.1 设 3 为 实 系 数 Xe# 对 称 阵 ， 则 合同 于 
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0 
其 中 十 9 二 r+ 是 5S 的 秩 。 更 进一步 ， 了 和 9 由 SS 唯一 确定 ， 称 
PP-9 为 S$ 的 件 号 差 。 

由 此 ， 可 以 将 维特 指数 理解 为 符号 差 概 念 的 推广 。 

5.6.3 瘟 当 (E.Cartan) - 狄 多 涅 (Dieudonné) 定理 

这 节 主 要 讨论 正 交 群 的 生成 元 。 襄 当 对 于 实数 域 或 复数 域 上 
的 二 次 型 ， 证 明了 任何 正 交 变 换 是 至 多 # 个 对 称 的 乘积， = 
dimV 。 这 个 结果 由 狭 多 涅 推广 到 任意 基 域 上 的 二 次 型 。 现 先 证 
有 明 一 个 较 弱 的 结果 。 / 

定理 5.6.5 任何 正 交 变 换 都 是 对 称 的 乘积 。 

证 明 设 C 是 问 量 空间 矿 上 的 非 退 化 的 二 次 型 ，7 是 矿 上 的 
正 交 变换 ， 即 7 忆 O(VF, QQ)。 现 对 dimY = 7 用 归纳 法 来 证 明定 
理 。 若 dim 二 1 ， 由 于 QQ 是非 退 化 的 ， 任 意 取 定 到 0， 都 有 
QW) F000, 和 VF=Fuw, 7EO(V,， Q)， 7 (4)=aw。 由 于 
Q (7 (4)) 二 Q(w)， 得 到 4 = 土 1。 于 是 ， 如 果 4 = 二 一 1,7 = 
9 如 果 4=1，7=5, 二 1。 假设 dimY < 过 nn 时 定理 成 立 ， 
今 证 明 dim 了 二 1 时 定理 成 立 。 观 察 消去 定理 的 证 明 过 程 ， 可 知 
存在 wu 十 (wu)，< 二 + 1， 适 当选 取 。 一 1 或 一 1， 可 使 
得 Q(zw) 和 0 和 S67(W)) 二 一 4。 令 二 S567， 那么 (Ww) 
二 一 4 ， 于 是 7 CU) 一 AU 1 (Pw) 二 Fwu+:， 和 “lst 是 非 
退化 的 ，dimF ui+=* 一 1。 根 据 归 纳 法 假设 "lp 一 592，… 
Sw,， 其 中 WW;EFut!。 显 然 ，ilii 二 Sw sDw(U) 二 WU。 令 1 一 
So So Sw lt CU)=Wo 和 如果 = 一 1， 77(4) 
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=7 (42); 如果 一 1， 人 (ED) 一 9 (CD。 因 此 7 一 own 
或 者 了 =5oo5or ouwie 于 是 得 到 7 <，7 是 对 称 之 积 。 
对 于 7EEO(V,Q)， 考 虑 关于 XX 的 线性 轴 数 
B(7 (x), y)=1,(*).。 

由 于 B 是 非 退 化 的 ， 存 在 y 后 乒 ， 使 得 

f(x)= B(x, yy)=B(7(xX), y)。 | 
考虑 矿 上 的 变换 7 :77 一， 容易 验证 ?7 是 线性 的 ， 而 且 是 可 
逆 的 。 由 于 B 是 对 称 的 ， z 

B(7 (XxX), y= B(xX, WT(y))= BO (y), x) 
=Bly, (7) (x))= BC )’ (x), y), 

于 是 7 二 (7) 。 由 于 7EO(V,Q)， 有 


B(n (x), y)= BO (x), 71(y)) 
— p(x, 7 (Yy)). 


因此 7 = 全。 利用 这 个 结果 ， 可 以 证 明 下 面 练 习 。 

练习 5.6.2 设 7 和 0O( 广 ，Q)， 令 集合 

Vi= {XEVIn (Xx) =X}, 

则 V =((1—7)V), 

对 于 线性 变换 ， 如 果 了 一 了 是 大 零 的 ， 通 溃 称 了 为 么 医 零 
的 。 关于 么 大 零 的 线性 变换 ， 有 下 面 的 性 质 。 

命题 5.6.1 如 果 线 性 变换 了 是 么 医 零 的 ， 则 det/ 一 1 。 

证 明 对 dimF 采用 归纳 法 来 证 明 命题 。 若 dim 太 = 1 ， 命 
题 显然 成 立 。 假 设 命题 对 dim 广 < ”成 立 , 今 征明 它 对 dim 矿 一 
也 成 立 。 设 了 -7 了 = 一 2Z，2 是 医 零 的 选取 正 整 数 1， 使 得 
Zi= 0 和 Qt 0。 于 是 存在 必 和 会 广 ， 使 得 2 一 公关 0 ， 但 是 
ZU 一 0， 时 了 一。 于 是 ?= 了 了 了， 是 恒 等 变 换 。 令 太一 矿 / 
Fu,dimV = 7%—1,。 了 在 Vi 上 诱导 出 线性 变换 7 + Fw) 
一 了 Vw 十 Fw。17 ,在 V 是 么 究 零 的 ， 由 归纳 法 假设 det1 := 1， 设 
(wtFu，…，Us 十 FW) 是 VV 的 基 膨 ， 那么 (Wi = 二，…， Ws) 
是 矿 的 基 感 ， 了 相对 此 基 展 的 阵 表示 为 
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1 0 0 
Co! Cr Qs 
bp 
Qu oo Cnn 


其 中 


是 1 相对 (ts 二 Fu，…，uws 十 Fu ) 的 阵 表 示 。 因 此 得 到 
det7 一 1]1。 

定理 5.6.6 〈 齐 当 - 狱 多 涅 ) 定理 如 果 dimYV ="n， 则 广 上 
的 任何 正 交 变换 7 是 至 多 ”个 对 称 的 乘积 。 

证 明 分 几 种 情况 讨论 。 

(1 ) 假设 7 的 固定 点 空间 六， 

= {VEVIn (Vv) = VV), 
不 是 全 迷 向 子 空间 ， 因 此 存在 WEV,， 使 得 Q (4w) 到 0， 和 和信 = 
Ful (Pu)., 令 "| Fs 二?) “cr 上 是 非 退化 的 ， 由 归 纳 法 假 
设 ，7 是 至 多 (2 一 1) 个 对 称 之 积 。 设 由 = 9 ，r 扫 
fn 一] ，Wwi; 己 (Fu)+， 于 是 
7 Ow, “Ow, 
(2) 如 果 存 在 wwEVW， 使 得 Q (ww) 到 0 和 Q (uw 一 ”7(u)) 尖 
，。 定理 也 成 立 。 因 为 在 维特 消去 定理 的 证 明 过 程 中 ， 曾 得 到 
N= 7 7 (4)=u, 
其 中 w= 二 4 一 7(u)。 于 是 4 属于 7 的 固定 子 空间 ， 由 (1) 的 
结果 可 知 ，7 是 至 多 (nn 一 1) 个 对 称 之 积 。 因 此 7=S。:7 是 
至 多 #% 个 对 称 之 积 。 

(3) 设 dim 了 = 2。 如 果 忆 是 非 迷 向 的 ， 即 空间 矿 中 没有 迷 
向 了 向 量 ， 那 么 由 (1 ) 和 (2 ) 的 结果 便 得 到 定理 。 因 此 ， 下 面 
假设 三 是 双 曲 平面 。 在 定理 5.6.1 中 已 经 看 到 ， 对 于 六 的 双 曲 对 
(TD)，7T (WU) 二 GU，77 (oO 一 4 总 或 者 7 (4) 一 iD，7 (ww)> 
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co。 在 第 一 种 情况 ， 可 假设 c 天 1， 否 则 7 =1， 是 单位 恋 
换 。 令 tw 二 十 w，w 满足 Q(w) 关 0OO 和 Q (vw 一 7 (ao)) 关 0， 这 
正 是 《2 )。 在 第 二 种 情 况 ， 令 多 = 二 tt 十 aw， 则 7 (zw) = 一， 和 
Q (zw) 尖 0， 这 便 是 (1 )。 

(4) 设 dimY 宇 3 和 7 的 固定 点 空间 这) 是 全 迷 向 的 ， 而 且 
对 于 QCw) 友 0 的 任何 风 都 有 Qu 一 7 (wu))= 二 0。 事实 上 ， 对 
于 dim 了 之 3 ， 对 每 个 WEV 都 有 QCw 一 7(4)) 二 0。 为 此 ,只 
要 对 于 ww 六 0 和 Q(zw)= 二 0 有 Q(w 一 7 (w))= 一 0。 考虑 Frwt， 
因为 8 是非 退 化 的 ，dimf 了 w+ 二 1 一 1。 由 于 % 守 3，# 一 1 放 


(|=? (Q)， 所 以 Fw+ 不 是 全 迷 向 的 。 因 此 ， 存 在 向 量 


U0， ULw 和 QQ (wu) 隐 0。 于 是 (+2w)]1w 和 Q(xwtu)= 
Q(u) 大 0。 令 5 二 1 一 7， 得 到 Q (E(u))= 0，Q(E (四 ) 十 
(WU))= 0，Q(6 (WwW) 一 6 (u))= 0. 由 此 可 得 Q@ (E(w))= 
Q (ww 一 7(Ww)) 二 0。 这 表明 (1 一 7)V 是 全 迷 向 子 空间 。 由 
.练习 5.6.2,， 二 ((1 一 7)V):, 因此 Vi=(1 一 7)V。V, 
和 (1 一 7)V 都 是 全 迷 同 多 和 VCVr=(1 一 7)V,(1 一 7)V 
CC —7)VF)+=V,, 因此 VJ= (1 一 7) 大 = V+， 对 任何 
向 量 xEV，(1 一 7)*x 二 0， 即 7 是 么 蹇 零 的 ， 有 det7== 1， 
n=dim 了 二 dim 了 ;十 dim 了 1+。 由 于 了 =Vi，+ 必定 是 偶数 , 令 
7 = 二 50w7， 其 中 Sw 是 任何 对 称 。 0/ 是 非 正常 的 ， 观察 定理 5.6.5 
身 证 明 过 程 ， 可 以 得 到 ”是 去 # 个 对 称 之 积 ， 由 于 是 奇数 ， 
7 是 偶数 ， 有 有 委 # 一 1。 因 此 7 ==S,7 是 太 1 个 对 称 之 积 。 得 
到 定理 。 

系 5.6.5 奇数 维 问 量 空间 上 的 任何 旋转 和 偶数 维 向 量 空间 
上 的 任何 非 正 常 正 交 变换 都 有 非 零 固定 点 。 

证 明 设 正 交 变换 7 = 二 3,0…5。，hk 世 n= 二 dimV ,其 中 SS 
是 出 ui 决定 的 对 称 。3, 的 固定 点 集合 是 一 个 《1 一 1 ) 维 的 超 
平面 U;， 这 各个 超 平 面 和 的 交 显然 包含 在 ”的 固定 点 集合 之 中 。 设 
7 是 满足 定理 条 件 的 正 交 变换 ， 那 么 hn 一 1。 由 熟知 的 维 激 
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定理 ， dim(U, NU,)= dimU, +dimU, 一 dim(Ul 十 U,), 其 中 L ， 
和 已, 是 任何 两 个 子 室 间 ， 可 以 推出 


nn 一] 
din () Wj 1 


1 = 1 

这 里 的 Ui 是 指 超 平面 。 由 此 ，7” 有 非 零 固定 后。 

特别 ， 3 维 实数 域 上 的 欧 儿 里 得 空间 的 旋转 有 非 零 固定 反 。 

定理 5.6.7 如 果 dimF 之 3， 风 

[CO(V, Q), O(V, Q))=O FF QO), OF, Q)), 

证 明 设 所 有 “(5.56,) 生成 的 子 群 为 OF, Q@)= 二 0 ， 即 

O’(V,Q)=0,.00) IU, VEV, Qu 0, 
Q (rr)* 0 »。 

由 于 ?S77 二 9y0w， 对 于 7 了 EOC(V,Q)， 因 此 0 所 OF 广 Q)， 
而 且 O (六 ;, Q@)/O' (VV, Q) 是 交换 群 ,于 是 0 (VQ) 汪 [O(V， 
Q)，O( 厂 ,Q)]。 反 方向 的 包含 关系 是 显然 的 。 因 此 CCP, 
二 [OC(F，Q)，O(V,Q))。 为 了 证 明定 理 ， 只 和 需 证 明和 任何 
(5,5,)? 是 旋转 换 位 子 的 乘积 就 够 了 。 若 7 = 二 dim 是 奇数 ， 
(一 1)S, 是 旋转 ;和 (S65So) ==(( 一 9D):( 一 5,))"。 若 nn 二 dim 信 
是 偶数 ， 则 1? 守 4。 令 UU=Fu 十 Fwv， 则 存在 wEU+， 使 得 
Q(zw) 天 09。 如 不 然 Ut+ 是 全 迷 向 的， 有 (UU*)C(UD)*=U。 
由 于 dimU+=n 一 dimU 之 nn 一 2 之 2， 有 U=U+,U 是 全 迷 向 
的 ， 这 与 Q(u) 关 0，uEU 了 矛盾。 考虑 SSwSw = 二 Sw。， 因 此 9。 
一 SsS,。 类 似 地 有 SS。==SwsSw 于 是 [Ss 3 二 [SSw SoSw], 定 
理 得 证 。 

典型 群 的 内 容 非 常 丰 富 ， 由 于 篇 幅 所 限 ， 这 里 只 给 出 最 基本 
的 结果 ， 而 且 没 讨 诺 西 群 。 对 于 典型 群 进一步 结果 有 兴趣 的 读者 
可 参见 参考 文献 [5，6， 9]。 
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